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一 九 六 五 年 ， 美 国 控制 论 专家 A*Zadeh 在 《 信息 与 控制 》 杂 志 
( 美 ) 上 发 表 了 《 Fuzzy Sets 》， 从 此 诞生 了 一 门 新 兴 的 数学 一 -不 
分 明 数 学 ( 或 模糊 数学 ) 。 不 久 又 有 人 ， 将 不 分 明 集 的 思想 ， 引 进 了 
拓扑 空间 理论 。 十 多 年 来 ， 不 分 明 数 学 ， 特 别 是 不 分 明 拓 扑 学 发 展 很 
快 ， 受 到 了 各 国 数 学 家 的 重视 。 近 年 来 ， 我 国 的 不 分 明 大 扑 研 究 闻 白 
开展 ,取得 好 结果 ,四 川 大 学 薄 保 明 、 刘 应 明 同 志 的 这 方面 研究 成 果 
在 《 1981 年 中 国 百科 年 鉴 》 上 已 列 为 我 国 为 数 不 多 的 几 项 重大 数学 成 
果 予 以 介绍 。 

本 文集 ， 搜 集 了 一 九 六 五 年 到 一 九 八 〇 年 期 间 ， 国 外 关于 不 分 明 
拓扑 方面 的 部 分 文献 。 编译 成 册 ， 铅 印 交流 ， 既 是 为 了 自己 对 不 分 明 
拓扑 学 开展 学 习 和 研究 ， 同 时 也 是 为 了 向 数学 界 的 同行 们 , 互相 学 习 ， 
共同 提高 。 本 文集 的 翻译 工作 ， 是 由 七 个 单位 十 二 位 同 志 协 作 完成 
的 。 他 们 是 ， 赵 万 忠 ( 河北 化 工学 院 数 学 教研 室 ) 胡 诚 明 ( 内 蒙古 大 
学 数学 系 ) PRA XUI CTEXCESCE RO ED ERR KE 
娜 (西北 大 学 数学 系 ) 张 泌 炽 ( 西北 工业 大 学 数学 教研 室 ), BE 
(西安 电力 学 校 数学 组 ) 、 房 正祥 、 葵 乘 衡 、 满 义 书 ( 汉中 师范 学 院 
HFR). 

本 文集 共 载 二 十 三 篇 文章 ， 新 译 十 八 篇 ， 其 中 五 篇 是 为 了 读者 阅 
读 方便 而 转载 的 。 

为 了 使 译 各 统一 和 提高 译文 质量 ， 去 年 三 月 份 ， 由 各 协作 单位 派 
一 人 到 我 院 酌 商 ， 对 译文 作 了 进一步 审 订 。 但 由 于 不 分 明 拓 扑 是 一 门 
新 学 科 ， 加 之 参加 翻译 的 同志 ， 多 数 是 不 分 明 数 学 的 初学 者 ， 特 别 是 
由 于 我 们 自己 的 水 平 不 高 ， 错 误 一 定 很 多 ， 谣 请 读者 批评 指正 。 

特别 值得 提出 的 是 ， 四 川 大 学 薄 保 明教 授 、 刘 应 明 付 教授 为 本 文 
集 写 了 序言 ， 并 允许 我 们 转载 了 他 们 发 表 在 《四 川 大 学 学 报 ? 及 《 数学 
汇 刊 》 上 的 《 不 分 明 拓扑 学 I 一 不 分 明 点 的 邻近 构造 与 Moore 一 Smith 
Aud) CRAS VERRE T: 乘积 空间 与 商 空 间 》《 不 分 明 拓扑 学 的 
进展 [ 》 等 文 .这 不 仅 对 学 习 本 文集 的 文献 有 很 大 帮助 ,而 且 对 学 习 和 
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研究 不 分 明 拓 丰 学 也 有 重要 的 指导 意义 。 我 们 对 他 们 的 支持 表示 惠 心 
的 感谢 ! i 

本 文集 能 金 铅 印 ， 主 要 由 于 我 院 教 学 处 领导 X OU. EAM 
持 。 院 教学 科 和 教材 设备 课 的 领导 ， 也 对 文集 的 铅 印 给 了 大 力 的 支 
持 。 当 然 ， 文 集 的 铅 印 与 各 协作 单位 领导 的 大 力 支持 也 是 分 不 开 的 。 
在 此 ， 我 们 一 并 表示 感谢 

RUHI, FER, ERE, H, KECER ENAA 
支持 也 表示 感谢 . 

需要 提出 的 是 ， 我 系 蒲 义 书 同志 在 本 文集 的 组 稿 和 联络 等 方面 做 
了 大 量 的 工作 。 


汉中 师范 学 院 数学 系 
一 九 八 二 年 四 月 一 日 
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不 分 明 集 论 (Fuzzy set ) 是 美国 控制 论 专家 ， 加 州 贝克 利 大 学 
名 教授 查 德 (Zadeh ) 在 1965 年 创立 的 。 从 实践 角度 看 ， 这 个 理论 正 
是 吸取 人 脑 对 于 事物 的 识别 与 判决 十 分 有 效 与 灵活 的 优点 ， 建 立 了 一 
套数 学 方法 。 现 在 这 个 理论 正在 解决 模式 识别 等 实际 问题 中 取得 很 大 
进展 。 男 一 方面 ， 从 纯 理 论 角度 看 ， 不 分 明 集 的 提出 进一步 丰富 了 经 
典 集合 的 概念 。 如 所 周知 ， 集 合 的 概念 是 近代 数学 的 最 基础 概念 。 它 
的 任何 改变 都 会 使 数学 的 各 分 支 受到 深刻 的 影响 。 也 就 是 说 ， 作 为 数 
学 结构 来 说 ， 存 在 着 数学 的 分 支 的 不 分 明 化 的 趋势 。 总 的 来 说 ， 这 当 
然 是 一 个 漫长 的 过 程 。 在 这 方面 一 般 拓 扑 学 算 是 成 熟 较 快 的 一 个 分 
X. 

自从 1968 Æ C, L, Chang 发 表 关于 不 分 明 拓 扑 空 间 第 一 篇 论 
文 起 算 ， 到 现在 不 过 十 来 个 年 头 ， 但 这 方面 论文 已 傅 百 篇 。 有 名 杂志 
如 《 法国 科学 院 通报 》( C-R. Acad Sci ) ，《 拓 扑 学 及 其 应 用 》 
(Top. & its Appl, ) ，《 数学 分 析 及 其 应 用 》(JMAA ), 《不 
分 明 集 与 系统 》( Fuzzy sets and systems ) 等 刊物 上 都 常 有 这 方面 
论文 发 表 , 在 最 早期 的 工作 中 ,一 个 中 心 问题 是 合适 的 收敛 理论 的 建立 
问题 。 这 个 问题 的 本 质 困 难 在 于 不 分 明 拓 扑 空间 中 邻近 构造 的 特点 与 
传统 的 邻 域 系 给 出 的 有 很 大 的 不 同 。 在 引入 所 谓 “ 重 域 系 ”之 后 ， 一 
个 完整 的 Moore 一 Smith 收敛 得 以 建立 ， 与 之 同时 ， 外 刊 上 以 Hutton 
等 人 为 代表 ， 沿 着 “无 点 化 ”《 Poihtless ) 方向 前 进 ， 在 正规 性 ， 不 
分 明 单 位 区 间 ， 一 致 空间 与 度量 化 等 方面 作 了 喜 深 刻 的 工作 。 之 后 ， 
在 商 空间 与 积 空 间 ， 紧 性 等 方面 都 有 好 的 工作 。 最 近 在 嵌入 定理 与 紧 
化 上 也 有 较 系 统 的 工作 。 所 以 无 论 从 论文 的 数量 与 质量 上 ， 还 是 在 研 
究 的 课题 的 广度 与 深度 上 上， 不 分 明 拓扑 空间 理论 都 可 以 说 已 经 历 了 禄 
裕 时 期 到 了 比较 成 熟 的 阶段 。 有 的 人 说 它 已 到 了 “ 登 党 入室" 的 地 步 。 

不 分 明 拓 扑 空 间 通 常 是 以 一 般 拓扑 空间 为 特例 的 。 大 家 知道 ， 理 
论 的 框架 扩大 了 ， 一 方面 固然 可 以 包含 更 多 的 特 款 ， 但 另 一 方面 ， 则 
可 能 失去 一 些 重要 性 质 ， 从 而 相对 地 显得 内 容 贫 乏 。 这 里 有 一 个 框架 
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的 广泛 性 恰到好处 的 问题 。 现 在 不 分 明 拓扑 空间 的 理论 框架 的 情形 如 
何 呢 ? 经 过 中 外 数学 家 的 努力 ， 研 究 工作 的 实践 已 肯定 地 回答 了 这 个 
问题 。 就 以 美国 数学 家 P、J。Kelley 的 名 著 《 一 般 拓扑 学 d dE 比 
较 ， 这 部 著作 的 前 六 章 的 基本 结果 都 已 被 拓 广 到 不 分 明 拓扑 空间 中 
来 。 而 且 在 这 个 更 大 框架 中 ， 原 来 概念 与 结论 的 实质 与 局 限 者 可 以 看 
得 更 清楚 。 关 于 传统 的 邻 域 系 思想 的 局 限 性 分 析 及 其 一 种 替代 一 一 重 
域 系 的 引入 就 是 一 例 。 同 时 ， 由 于 最 一 般 的 工 一 不 分 明 拓扑 理论 中 是 
以 格 作为 真 值 集 的 ， 其 讨论 常常 涉及 到 代数 结构 ， 主 要 是 格 的 研究 。 
这 种 理论 中 一 些 代数 性 质 的 探讨 从 代数 学 上 看 似乎 具有 独立 的 兴趣 。 

数学 理论 的 生命 力 除 了 能 解决 学 科 自 身 内 部 矛盾 之 外 ,还 很 重要 
地 表现 为 与 具有 实际 背景 的 重要 问题 的 关联 程度 。 大 家 知道 ， 查 德 在 
其 黄 基 性 论文 《不 分 明 集 》(Inform,Contr。8ktt965) 338—353 ) 
中 花 了 近 半 的 篇 旺 讨论 不 分 明 凸 集 的 性 质 。 因 为 正如 该 文 所 指出 ， 这 
方面 研究 与 模式 识别 及 优化 问题 关系 密切 。 查 德 在 该 文中 关于 不 分 明 
凸 集 的 两 个 主要 结论 都 有 些 需 待 完善 之 处 。 其 不 足 正 是 外 于 缺少 适当 
拓扑 条 件 。 这 种 现象 在 不 分 明 集 理论 初期 几乎 是 不 可 避免 的 、 现 在 用 
不 分 明 拓扑 空间 理论 的 成 果 都 作 了 完善 . .(' 请 分 别 参看 M.D. Weiss, 
J.Math、Anal，Appl。50(1975)，142。 与 刘 应 明 j” 不 分 明 洱 集 的 若 
干 性 质 ， 数 学 物理 学 报 ，1(1981)，NO .2. ) UREW, TARH dH 
空间 的 研究 并 非 纯粹 地 是 寻找 “更 广泛 框架 ”， 违 求 “ 更 一 般 结 果 ” 
这 种 类 型 的 工作 ， 它 有 丰富 的 实践 背景 

不 分 明 拓扑 空间 理论 虽 已 “ 登 堂 入 室 ”， 将 一 般 拓扑 空间 环 论 中 
诸如 点 的 邻近 构造 ， 收 敛 理论 ， 积 空间 与 商 空间 的 理论 ， 度 量化 与 说 
入 定理 以 及 一 致 空间 理论 作 了 成 功 购 拓 广 ,但 它 毕 况 是 一 个 新 兴 分 支 ， 
还 有 许 许多 多 的 待 开垦 的 处 女 地 。 现 在 在 汉中 师 院 数 学 系 的 大 力 支持 
下 ， 蒲 义 书 同志 联系 了 七 个 院 校 的 十 几 位 同志 ， 完 成 了 这 本 《 不 分 明 
拓 朴 学 译文 集 》 的 翻译 玉 作 ， 把 1980 年 以 前 外 刊 中 有 关 不 分 明 拓扑 
学 的 重要 文献 译 成 中 文 ，, 汇 编 成 册 。 这 无 疑 会 推动 更 多 同志 从 事 这 个 
领域 的 学 习 与 研究 ， 是 一 件 很 有 意义 的 事 。 在 不 分 明 拓 大 学 这 个 领域 
中 ， 我 国学 者 已 作 了 重要 的 工作 。 我 们 相信 ， 在 更 多 有 志 于 这 个 领域 
研究 的 同志 参加 下 ， 同心 协力 ， 我 们 可 以 作出 更 出 色 的 工作 

蒲 保 明 刘 应 明 1981.7.8 写 于 川 大 
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l. 萍 保 明 、 刘 应 明 : FAATELE AR APENES 
Moore--Smitn 式 收敛 … (1) 
2. WAH, AAH: 不 分 明 拒 扑 学 I 二 乘积 空间 与 高 空间 


3. WAH: 不 分 明 拓扑 学 RERO 
4. A-Zadeh, 模糊 集 … x 
5. J.A.Goguen: ap 
6 ，C'L'Chang:， 不 分 明 拓扑 空间 
7 
8 
9 


，J.Nazaroff， 不 分 明 拓 扑 (的 ) 多 重 系 统 
，C'K.Wong: 不 分 明 拓扑 空间 的 复 盖 性 质 … 
.. C-K-Wong. 不 分 明 拓 扑 : 积 和 商定 理 ……… 
10, C-K-Wong: 不 分 明 点 和 不 分 明 拓扑 的 局 部 性 质 


11。R.Lowen: 不 分 明 拓 扑 
12。B.Hutton: 不 分 明 拓 扑 空间 的 一 致 性 ， 
13。B.Hutton: 不 分 明 拓扑 空间 中 的 正规 性 
14. R-H- Warren; 不 分 明 拓 扑 乡 重 系统 中 的 最 优 性 


15. R-Lowen; BATH TAM Tycho ERE 


16. R:Lowen, 不 分 明 拓扑 空 | BA TAMEN - 
17. A-K-Katsaras&, TAHRRERHECOREIO ER 


18. T.Nguyen. 关于 不 分 明 集 扩张 原理 的 注 - vu 
19. RLowen; 下 分 明白 加 空间 中 不 同 的 紧 性 概念 之 比较 


20, B-Hutton&: 不 分 明 拓扑 空 间 中 的 分 离 公理 
^ (182) 


22, M.A.Erceg: TAMASERAN. ENAR MZAA 
子 集 … eee (193) 


21. S*Gottwald:; 不 分 里 的 不 分明 只 一 性 
— er - (207) 
23, P-E-Kloeden; FARTI EPITAARE 


“e (227) 


ti. 


不 分 明 拓 扑 学 I 一 不 分 明 点 的 
邻近 构造 与 Woore-Smith 式 收敛 
HAHA 刘 应 明 


近年 来 发 展 起 来 的 不 分 明 集 fuzzy set ) [ 1 ] 概念 使 得 有 可 能 用 数学 处 理 广泛 存在 的 
不 分 明 现象 。 关 于 不 分 明 拓扑 学 的 工作 也 已 不 少 [2] 一 [8]， 我 校 肝 尘 旋 同 志 也 作 了 有 关于 
不 分 明 拓扑 与 分 明 拓扑 的 关系 方面 有 意思 的 工作 (未 发 表 )， 但 是 有 两 个 基本 问题 还 有 HR 
决 。 一 、 关 于 不 分 明 点 概念 及 其 邻近 构造 。 在 [8] 中 所 给 的 不 分 明 点 的 定义 既 不 能 以 正常 点 
为 特 款 ， 而 且 只 是 循 着 一 般 拓扑 学 以 下 称 作 分 明 拓扑 学 ) 关于 邻 域 系 的 思路 进行 研究 ， 不 
能 反映 出 不 分 明 拓扑 学 中 邻近 构造 的 新 特性 ， 所 导出 的 性 质 较 呈 病态 ， 正 如 该 作者 自己 所 指 
出 的 那样 ， 与 分 明 拓扑 学 中 直观 性 分 峡 很 大 。 本 文 所 给 不 分 明 点 定义 是 以 分 明 点 ( 正常 点 》 
为 特 款 的 ; 对 不 分 明 点 邻近 构造 ， 除了 已 有 的 邻 域 系 以 及 点 与 集合 的 一 种 关系 “属于 ”需要 
沿用 外 ， 还 要 引入 更 为 重要 的 称 之 为 重 城 系 的 结构 以 及 点 与 集合 之 间 一 种 新 的 关系 “ 重 于 
在 分 明 拓扑 学 中 ， 邻 域 系 与 重 域 系 ， 关 于 “属于 ”与 关系 “ 重 于 ” 皆 重 而 为 一 。 二 、 关 于 收 
伍 问 题 。 已 往 工作 中 ， 只 涉及 到 不 分 明 集 合 的 序列 的 收 贫 且 由 于 局 限于 用 传统 的 邻 域 系 来 刻 
划 “邻近 ”概念 ， 其 结果 不 令 人 满意 。 正 如 C61 所 指出 ， 不 分 明 拓扑 学 需要 新 的 收敛 与 聚 点 
的 概念 ， 至 于 一 般 的 Moore-Smith 式 的 网 ( net ) 收敛 〔 亦 称 半 序 收敛 ) 则 无 从 着 手 。 这 
两 个 同 题 由 于 目前 的 处 理 ， 在 分 明 拓扑 学 代表 性 著作 [10] 中 涉及 点 的 邻近 构造 .与 收 全 问题 
的 第 III 章 的 定理 ， 除 一 、 二 条 不 甚 紧要 者 外 ， 在 不 分 明 拓 扑 学 中 都 得 到 推广 ， 也 就 是 说 ， 
这 两 个 基本 同 题解 决 程度 与 分 明 拓 扩 学 中 相应 问题 的 解决 程度 是 差不多 的 。 在 本 文 所 给 的 要 
架 下 ， 不 分 明 拓 扑 还 有 许多 性 质 可 以 研究 ， 这 将 在 以 后 一 些 工 作 中 给 出 。 


1。 预 备 b 


因为 不 分 明 数 学 中 不 少 概念 与 表述 尚未 定型 ， 特 把 散 见于 论文 C21—L91 中 有 关 的 概念 
EAER, KOH X 总 表示 一 个 非 空 (分明 ) 集 。 

定义 11 XERRA [0，1] 的 函数 4 称 作 X 上 一 个 不 分 明 集 , 对 于 xEX, A GO 
称 作 4 在 点 x 的 从 属 度 (grade of membership), 大 称 作 不 分 明 集 4 的 承载 集 (carrier)。 
下 的 于 集 {xEX | AGODO 称 作 4 的 承 集 , 记 作 Supp 4 或 44。. 车 A 仅 取 值 0 或 1，A 
又 称 作乱 上 分 明 集 ， 分 明 集 4 与 作为 X 的 子 集 的 Supp A 以 后 一 般 是 不 趣 区 别 的 ;特别 地 ， 
在 XX 上 恒 取 值 1 的 (不 ) 分 明 集 就 用 X RER. Hh, EX 上 恒 取 零 值 的 〈 不 ) 分 明 集 除 
了 用 中 外 也 常用 中 表示 。 


“本 文 于 1976 年 6 月 12 日 收 到。 


定义 “1.2 车 对 每 个 xEX, 有 A(x) - B(x)， 则 称 不 分 明 集 4 与 B 相等 ， 记 作 4=B。 
OH x€X, E AGO«BGO, Wis 4 包含 于 如， 记 作 4 CB。 

EX 1.3 设 1 为 指标 集 ， .f={4. | aE 刀 为 江上 不 分 明 集 族 ， 则 并 U {4 | a ET} 
《又 可 记 作 U at ) URRH a Cc ale D NAX ERARE, AEAF 
X. 

| CUu GOES A GL dL) ^ c^ Brek 
Cfl.(0GO7 inf {AD aE} x€x, 
EX 1.4 AWIR, REA, 定义 为 A' GO T 17 AGO, x€ X. 
由 实数 域 的 上 下 确 界 性 质 ， 易 证 下 列 De M organ 定 律 成 立 。 
CU{A, la€EID’=N{4: | ae 

XX 15 X ERAWÉURS 称 作 关 上 一 个 不 分 明 拓扑, 若 下 列 三 条 件 Gr, (00, 
XET. dc ELE 则 4NBEF. (DE A. €£(a€D, NU(A. lacis. 
N, RANCX, TO 为 不 分 明 拓扑 空间 ，9 oce CIBIET T ) 开 集 ， 开 集 的 补 集 称 
作 闭 集 。 

久 上 不 分 明 拓 扩 ,与 7; :作为 集合 来 说 ， 者 有 包含 关系 7 ,了 ;， 则 说 拓扑 SR 
IT ER. 

EX 16 RT HX ERINE. TÉTUEG 称 作 的 一 个 基 ， 涛 了 AU 
明 集 可 以 表 作 品 中 若干 集 的 并 ， 了 的 子 族 9 称 作 休 的 一 个 子 基 ， 若 9 中 有 限 个 集 的 交 的 全 
体形 成 的 基 ， 当 乡 有 可 数 基 时 ， 称 CX, TO 为 满足 第 二 可 数 公理 或 说 是 C14 空间 。 

定义 1.7 RASHA Cae DAE X ERA, AULA. | aCA, MERIK 
(4, | aC IE A T— PEREHI BFR EE U CA. la ELIRA MA. | ae 让 
ATAR. 

kb OX, T) 总 者 示 一 个 不 分 明 拓扑 空间 。 不 分 明 拓扑 、 不 分 衣 集 等 等 一 般 常 径 称 
作 拓 扑 、 集 等 等 ， 但 是 分 朋 拓 扑 学 中 和 应 概 念 却 常常 冒 内 形容词“ 分 明 ?以 示 强 轴 。 下 文中 
诸 定 义 与 结论 都 是 以 习 知 的 分 明白 扑 学 中 相 皮 定义 与 结论 为 特 款 的 ,关于 此 点 一 般 不 再 说 明 。 


2 。 不 分 明 点 概念 及 其 邻近 构造 


定义 2.1。* 仅 在 点 xEX AERUS 10 ， 在 其 余 点 取 零 值 的 不 分 明 集 称 作 X 土 的 不 分 

明 点 ， 常 记 作 xx ， 点 x 称 作 它 的 承 点 。 
”定义 2.2 W0-Xe460, ÉD, i RFA, iafe x EA. BA 4 可 表 作 所 有 属于 A 

的 点 的 并 。 

定义 23 车 (ANB) WFO, EASEBETA 加 或 者 简单 地 说 ， ASBW. 

Xx c4 EOX, PYR RARER x BAURLSEDERSBC T; M CB AY 
xi 的 所 有 邻 域 组 成 它 的 邻 域 系 ， 林 身 是 开 集 的 邻 找 次 作 开 邻 域 。 

对 偏 地 ， 我 们 引入 重 于 ”等 概念 

定义 nr X400, MAFAO, Ego ETRA 

“这 里 所 给 不 分 明 点 概念 亦 即 [9] 8 PARK Singelton， 不 过 对 其 十 分 重要 的 邻 近 构 造 的 探讨 
[9] 是 不 涉及 的 。 
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XX 63! 4 AGODBGO, B AGOB GOD1, 称 A 与 B 相 重 于 点 x ,或 者 简 
Jb. ATIS BUR, 显然， 当 4 与 8 相 重 于 点 x 时 ，ACx) 与 B(x) 均 不 为 零 ， 从 而 4 
5 B pd T A x. 

定义 2.4 ECX, FO, fh ARIER x 的 重 域 ( 或 Q 一 邻 域 ) , 若 有 开 集 BE 了 
使 BC A B. x, CT. B。x 所 有 重 域 组 成 它 的 重 域 系 ， 木 身 是 开 集 的 重 域 称 作 开 重 城 。 

注解 ， 不 分 明 点 的 重 域 一 般 不 包含 该 点 ， 关 于 一 点 的 “邻近 构造 ” 却 不 包含 该 点 的 信 城 
空间 远 在 1916 年 就 由 Frechet 研究 T (HAM, Fréchet, Les Espases abstraits, 
Paris，1928， 页 172 的 注 ) 并 形成 了 现在 称 之 为 Frechet ( ) 空间 的 理论 (SAW. 
Sierpinski, General topology，Toronto，1952， 章 I, 。 不 过 ， 在 这 种 理论 中 ， 要 
求 集 4 与 其 补 集 4/ 不 相交 ， 而 这 个 事实 在 不 分 明 拓扑 学 中 显然 一 般 不 再 保持 ， 所 以 目下 关 
于 重 域 结构 的 研究 并 不 同 于 (17) 空间 理论 。** 

代替 分 明 拓扑 学 中 4 与 A! 不 相交 这 一 事实 的 是 4 与 A! 不 相 重 ， 更 一 般 些 有 

命题 2.1 $ ACB HANY ASB FAB, 特别 地 ,x C 4 当 且 仅 当 ,不 重 于 4 

这 从 AGOSBGO HANH AGO +B G0 7 AGO + 1 7 BGOCIWIBI, 

命题 22 不 分 明 点 e dE X, F) 中 重 域 系 记 作 U., WA 

(D HUEY., WefRTU. 

(D BU, VEU., UNV Ea,. 

(3) 若 UE®,。UCV， 则 人 FE 1,。 

(D diUCo.,WH V ev. 使 天 CU 且 对 每 个 重 于 (相应 地 属于 ) 洲 的 不 分 明 点 由 
有 VE 

BEZ, 对 钱 上 不 分 明 点 e，%/。 为 一 不 分 明 集 族 且 满足 上 述 条 件 〈1) 一 (3)， 那 么 下列 
集 忆 组 成 世上 一 个 不 分 明 拓 扑 9， 当 任 一 不 分 明 点 e 重 于 U 时 , 必 有 UE 多, ， 此 外 ,着 
U EMERE), WY, 就 是 e 在 拓扑 9 下 的 重 域 系 〈 相应 地 邻 域 系 ) 。 

证 明 是 直接 的 ， 参 阅 [ 10 ] 问题 1.B。 

命题 20 RA = {4。} 为 上 不 分 明 集 族 , 则 不 分 明 点 e 重 于 U A 当 且 仅 当 有 某 AL EA 
We RFA 

当 e 重 于 集 1。 时， 自然 亦 重 于 U -f。 反 之 ， 由 上 确 界 性 质 及 重 于 定义 ， 逆 命题 也 易 给 
出 。 

命题 2.4 在 (X，9 ) 中 , 开 集 族 咏 是 拓扑 基 的 充 要 条 件 是 对 8 中 任 一 开 集 4 及 任 
一 重 于 4 的 不 分 明 点 e， 有 BE 使 e 重 于 B 且 BCA。 

证 :必要 性 由 拓扑 基 定 义 及 命题 2.3 的 必要 性 部 分 即 得 。 今 证 充 分 性 。 车 多 不 是 拓扑 
基 ， 则 有 4E 了 使 = U4B€ 9 | BC A S ALBUS x d£ GGOX AGO id A17 GGO 205 
得 不 分 明 点 ce=x;。 由 A(x)+ 和 >G(x)+X=1, Me RT A. [B rpi£ & T ANR E 
包含 于 G， 从 而 B(x)+ 和 <G(x)+ 和 =1， 即 e 不 重 于 B, TATAL 


中 ， 重 域 与 邻 域 是 有 一 种 对 偶 的 关系 ， 请 参看 [13], DAF M R i 
! 邻 使 用 域 有 方便 之 处 [14] 。 


特殊 的 不 分 明 
远 域 ， 有 时 


补 集 称 作 


3 。 局 部 基 ， 一 个 反例 


.定义 icd 在 (万 ，9 ) 中 ,不 分 明 点 e 的 若干 重 域 ( 相应 地 邻 域 ) 形 R-RK D ， 
车 对 。 的 每 个 重 域 ( 相应 地 邻 域 ) 4， 有 B€git BC 4， 则 称号 为 的 一 个 重 域 基 ( 相 应 
WERE). ECX, FO 中 每 个 不 分 明 点 处 都 有 可 数 的 重 域 基 ( 相应 地 邻 域 基 ) ， 则 空间 
CX, 3 ) 称 作 满足 Q 一 第 一 可 数 公理 ( 相应 地 满足 第 一 可 数 公理 ) ,或 称 之 为 Q- Cr 空间 
《 相应 地 Ci 空间 ) 。 

命题 3'1 ËX, T) C 8], WIZE Q-C Fi 
证 ， 任 取 不 分 明 点 e= x， 在 (1- A, 11 中 取 收敛 于 1- 》 的 序列 hs 记 x. mes. 对 


LODS e。 HTAR BRED, 注意 ， 显 然 允 许 假定 e。 的 邻 域 基 是 可 数 开 集 族 ) M 
中 每 个 集 B 满足 B(x)>h。>1- 入 , 亦 即 妃 即 为 e HER, FER 写 , 中 所 有 的 集 组 成 e 的 
一 个 可 数 开 重 域 族 ， 记 作 号 。 任 取 e 的 开 重 城 4，A4、x ) >1- 和 。 由 于 hs-*1- 和 X， 有 六 使 
4(x)>he>1- 和 ， 从 而 e。E4， 即 A25 e, HFAB, FEH Da TEB) 中 集 BC4， 
BG)28,71-, XU B 为 e 的 可 数 重 域 基 。 

命题 3.2 若 (X，9 ) 为 Cu 空间 ， 则 也 必 是 Q- C; 空间， 


证 309 为 T 的 可 数 基 ， 对 任 一 点 e, 号 中 所 有 与 e ARD AMARRES. 


由 命题 2.3 ， 易 证 S 形成 。 的 可 数 重 城 基 。 

命题 ”3.1 的 道 一 般 不 真 ， 下 面 构造 一 Cu 空间 ,从 而 是 Q- C, 的 ， 但 它 不 是 Ci 的 。 

定义 32 0000 RCX, U) HARMAN, BARA EM U TF RF 
L0, 1] 的 下 灶 连 续 函数 全 体 F TE. X. ERINE 2818] CX. FU) ) 称 E 
BCX, U) 诱 出 的 不 分 明 拓扑 空间 。 

SEO 34, EX, U) 为 分 明 拓扑 中 完全 正则 空间 ，hE 玉 (外)， 则 存在 拓扑 多 下 
若干 连续 函数 形成 的 集 族 T, (ho sup (1f € T), RIR, X LEI U 下 的 连续 函数 
族 ( 限 取 值 于 [ 0，1 ] 者 ) 形成 FCD 的 一 个 不 分 明 拓扑 基 。 

证 明 可 参照 [11] 章 九 节 1 的 命题 5 的 证 明 。 

在 本 节 内 ， 以 下 设 ( 基 ， 久 ) 为 实 轴 的 子 空间 [0，1]。 记 ( 795, 11 中 有 理 数 全 体 为 
T。 对 每 个 正 整 数 n， 将 XX 进行 2* 等 分 ,其 2*:+1 个 分 点 依次 记 作 x (hk=0，1,"…,2。) 。 
对 固定 的 n， 在 每 点 x5 上 取 值 f. ET， 在 每 个 等 分 区 间 A =[x*，x:*!] 上 为 线性 的 函数 


全 体 显然 形成 一 可 数 的 连续 函数 族 D.. XE f € .. i G0 o max {f(x), 0} 定 义 一 函 


数 1+， 它 显然 连续 且 取 值 于 [0,1], i8 8.7 07 1/€8.), 8S = U.2 Ba 对 可 数 连续 
BERB, RMA 
引 理 32 digJUAT LO. 1180 X LEREM, Xit:>0, MH f'€ se 
gx) -EL f Kg) xEX, 
从 而 9 可 表 成 B 中 可 数 个 函数 的 上 确 界 。 
dE. 对 e>0， 由 g 在 X 上 一 致 连续 性 ,有 整数 mn， 使 X 的 2* 等 分 的 每 个 等 分 区 间 上 ， 
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9 的 最 大 值 与 最 小 值 的 差 ( 即 振幅 ) 小 地 s/8。 对 每 个 分 点 x#， 取 有 理 数 j ET E gon) 
-e/87 fi gG3) -es/4。 记 在 xs 上 取 值 ,在 诸 等 分 区 间 上 为 线性 的 函数 为 f， 那 么 f 。 
即 所 求 ， 事 实 上 ， 任 取 等 分 区 间 A = [xt，x :*!]， 不 失 一 般 性 可 设 >fe 那么 在 
A 上 以 fa 为 最 大 值 ， 注 意 到 g 在 As 上 振幅 小 于 es/8， 对 每 个 xEAk， 有 g(x)>g( xt) 

-8/8>f >f G0, AR x € X8 9602/G0,5—JÀ1.f 在 A 上 振幅 为 fi fu 


(s «7 £)-(soit0-)«sob- acto t. FEREN, LOO 


FIO IH fGO- l + a7 9GD | + 1960-79 00 | Kt t t Co IRE 
x€ X, i | /G0-79gGO | <e, F gGO - ef GO 9CO.. XB 9 (x) 之 0, ARE 
g(x) - ef! G9 00, WEAR EFIE RER c - Lii /* 为 [26 9. 


3 g 为 诸 f 1 的 上 确 界 。 

定理 31 B(X, Y) 为 实 轴 的 子 空间 [90，1]，9 = 下 (局) 为 (XX WAHE A 
Eih, QU CX, ECU) ) 是 Ci 空间 ， 但 却 不 是 C, 的 。 

证 ， 由 引 理 3"1 与 3.2， 引 理 342 中 所 给 的 可 数 集 族 S CU 显然 形成 了 的 可 数 基 ， 
即 (X，9 ) 为 Cu 的 。 今 任 取 关中 一 分 明 点 x， 不 失 一 般 性 可 设 x 79 [0,11 中 零点 ,考查 
VÀ x 为 承 点 且 取 值 为 1 的 (不 ) 分 明 点 e。 若 可 数 个 开 集 BL€ 7 Cn=1，2,…) 形 成 e 的 邻 城 


Æ, 那么 由 eEB, 有 B,(x) =1。 又 由 下 半 连 续 性 ， Rel, 有 :在 拓扑 U 下 的 开 邻 起 
G.ER y €G.,. EAB OD >1-e=1 ue 于 是 对 正 整 数 m, 可 归纳 地 取出 区分 明 点 
I>, y EG Hy CZS (Hy), Si X ERRAR BATF BEY. 


上 取 值 1 -i 在 区 间 Cy. Yai] 上 为 线性 ， 在 大 于 y, AR P = B OL 00 )， 此 外 


B(x)=1。 易 见 B 是 连续 的 且 取 值 于 [0，1]， 从 而 BEF。 又 因 B(x)=1， Bhet FE 
域 ， 但 B,(y。)>1- 二 = Bo 故 任 一 BLRRÉT B, XS 0.) 为 e 的 邻 城 基 FPE 


MA CX, T) 不 是 C, 空间。* 


4。 闭 包 与 Kuratowski ”的 十 四 集 定理 
定义 40 (X, T) 中 所 有 被 包含 于 集 4 的 开 集 的 并 称 作 4 的 ;内 集 , 记 作 AT Inty 
A. BRA 是 含 于 4 中 最 大 开 集 且 CA^ =A. 
E ARARE, g")dk AR ALRURAENUR ECA. AFARROA STIR SIEGE 
L 5 *. 


EX eU (OG SÜSBHPA3 4 的 闲 集 的 交 苏 作 Am GO. ERUIT A. 显 
RARER AREARE CD = A. 


,定理 ”41 不 分 明 点 e 属 于 .4° 的 充 要 条 件 是 有 一 令 域 包含 于 A 
证 明 是 直接 的 省略。 i 


定理 4.1 TORA ers 属于 -的 充 要 条 件 是 e 的 每 个 重 域 与 4 相 重 。 
dox 属于 及 的 充 要 条 件 为 对 短 个 闭 集 FO 4s EU S CF. FOSA. RUM 
这 个 充 村 条 件 可 表述 为 ， 对 每 个 开 集 妃 CC 64/， 重 有 BCx)<1-X， 或 者 说 ,对 满足 条 件 
(xz)>1-》 的 开 集 B. BEF A. equ cel, 户 不 含 于 A' 等 价 于 B 与 (4')'= AR 
重 。 这 样 我 们 证 明了 ，42E A 的 充 要 条 件 为 a 的 每 个 开 重 域 与 4 总 是 相 重 ,这 与 题 给 的 
充 要 条 件 显然 是 等 价 的 。 
定义 4.2 Ge pA TOR SR ARAR ee 为 的 二 个 附着 点 。 
系 A 是 4 的 所 有 附着 点 的 并 。 
定理 42 4^ (0); TASCHE 《AD 8GAO CAD! o0 0x 
证 ， 所 有 包含 于 4 的 开 集 全 体 记 作 洲 {Aj 如 那么 4" = UL ,显然 集 族 -L AIA 
所 有 包含 At Pp s BATIYA). 由 De Morgan Z, HADNA 
GEY = UICAY y Ua - 47; 第 一 式 巴 得 ， 其 他 各 式 可 类 似 推出 或 由 第 一 式 推出 。 
“定理 4.3 CHARGED. P OG 9) 中 ， 从 一 个 集 4 出 发 ， 用 取 内 集 ， 闭 包 及 补 集 
这 三 种 运算 ， 可 能 得 利 的 不 分 明 至 多 为 十 四 个 。 而 县 确 有 《不 ) 分 明 拓扑 空间 ， 其 中 (不 ) 分 
明 集 4， 经 过 上 述 三 种 运算 给 出 十 四 个 两 两 不 同 的 (不 ) 分 明 集 。 
o 证， 定理 后 半 在 分 明 拓 扑 学 中 是 熟知 的 ， 而 前 半 也 可 以 如 分 明 拓扑 学 中 一 样 加 以 证 明 ， 
AK. d P ree M " 
因为 原来 证 明 中 只 用 到 (4/)/ =A, C09 4, CAD = AURREA 42 EE RRS 
看 [10] 页 45 的 注 及 问题 1.E.》 7 . 
定义 13 AE EBAREN 4， 对 应 不 分 明 集 £00, IARR I REX 上 不 分 
明 闭 包 算 子 ， 若 f MEFA Kuratowski 四 条 公理 ，(1D)f (007 6, (2) ACA OD ^ 
CF AD 7 fA» A) f CAU B) = FLA) U FCB) 
BJUETAMWSias iud #48) AU B (101 页 42 一 43)， 从 而 由 .4 对 应 于 也 
给 出 一 闲 包 算 子 。 反 之 ， 由 任 一 闭 包 算 子 ， 也 可 决定 相应 的 拓扑 ， 我 们 有 
定理 4,4“ 设 f 为 六 十 不 分 的 闭 包 算 子 , do X EROR FCD = 4 的 不 分 明 集 A 全 体 为 
号 ， 史 中 各 集 的 补 集 全 体 记 作 ， 则 是 羡 上 一 个 不 分 明 拓扑 ， 而 且 对 不 分 明 集 8， 恒 有 
clg B=f(B8)。 以 后 称 F 为 由 闭 包 算 子 决定 的 不 分 明 拓扑， 
证 明 可 以 逐 字 逐 句 地 记号 相应 改动 》 壤 复 [10] 页 43 定理 8 的 证 明 ,只 是 其 中 使 用 的 
一 个 简单 事实 ， 当 4C 有 时， 有 有 /UDCI OD. ditam. 由 ACH, 有 = 4UB, 从 而 
ER DY BON, uuo 1 2o 
XX 44 属于 有 4N CIO 的 不 分 明 点 称 作 二 的 边缘 点 。.4 的 所 有 边缘 点 的 并 EA 
的 边缘 集 ， 记 作 CA. E 


9 6。 


SA bOD- AD AO cua 
”命题 4.1 ”一 4U6b(A4)， 这 里 包含 符号 一 般 不 能 改作 等 号 。 


命题 前 半 由 定义 自明 ,后 半 由 下 例 给 出 ,应 该 着 重 指出 ， ERMENE A= AUKA, 
所 以 此 是 与 分 明 拓扑 学 不 同 的 一 个 结果 。 
A RX Re Ii, Dh A= ihs. mer gp 那么 e 在 (X， J) 


中 开 重 域 或 为 XRH xS KEFA, ie EARMA am 但 另 -方面 e A Be BER 
ix S ACRI, Be € Ta » Aiie bA. Meg AUDLA) 


5. RA Mat (C. T. Yang) 定理 推广 

定义 50 不 分 明 点 e 称 作 不 分 明 集 ARER Eo 是 .4 的 附着 点 并 且 当 eE ARI 
BEOR o ANEIL A 在 办 于 sapp(e) 的 某 点 相 得 。. 不 分 明 集 4 的 所 有 于 点 的 并 称 帮 A 
的 导 集 ， 记 作 at. BRAA 7 n xi 3 

定理 51 4-4UA4* AH AMER, ` m | 


证 ， E ANARE RRIDO. mema 1 的 系 ,有 有 = 09. 8-5 面 ，Q 中 点 
e 或 属于 A 或 不 属于 A， 在 后 一 种 情形 ， 按 豪 点 定义 ，e' 是 ARRA ARF A, 于 是 


下 = UQC AU 44 至 于 相反 包含 关 厌 是 自明 的 。 
R 不 分 明 集 :4 为 财 当 且 公 当 4 包含 每 个 4 的 聚 点 


注意 4 为 闭 集 当 且 仅 当 4= Ar MER SIMA. Ia 

IM 51 在 CX; F) H, RA COME) yes, fao A'QD, (CO 8 
Foai » AGO = A! GO, () AGO =A 当 且 仅 当 41 G0 70, 

E. (D (2) 及 (3) 的 充分 性 部 分 由 定理 5.1 即 有 。 今 设 AGO e, WEITERE x 都 


不 是 4 的 聚 点 ， 从 而 44(x) = 0， 事 实 上 当 上 >》 时 ，x, 不 属于 4， 从 而 x, 人 :44 4u 
时 ,xvE4 但 此 时 xx 任 -一重 域 或 显然 术 能 与 4 ERTA x ERR, i xc GR BB ARI 


命题 5.1 £X. T), EA Gn) AO 当 4e(x)>0 时 ，44= ADAR, 
(2) 当 A*GO = 0 时 ， A* 为 闭 集 的 充 要 条 件 为 存在 开 集 B*, (6 BOO BHO yx, 
B*(y)= CA G2 7 CAD OD. (OO 4 GO 0 的 充 要 条 件 为 存在 开 集 B BCO = 1 X. 

证 ，(1) 由 引 理 S1 y CD AGO P AGO =A TEASA. GELES INDRO 


PH A- At. (2) 4* RISE SE OUSS | [VOLL EPOR 时 ， 由 引 理 5。 IRDA 
(3)， 即 知 A 即 是 题 给 的 B*， 故 在 为 闭 集 当 且 仅 当 题 示 的 B* 为 开 集 。(3) 由 引 理 5.1 
的 (3)，A*(x)=0 当 且 仅 当 有 A(x) = 入 = 4(x)， 这 等 价 于 存在 闭 集 已 使 FCx) = 入， 或 说 存 
在 开 集 8 使 B(x)=1- 入 。 


“7. 


下 面 给 出 杨 忠 道 结果 ([10] 页 56 的 推广 ,在 不 分 明 拓扑 学 中 ,这 个 结果 证 明 是 复杂 些 。 

XH 52* (X, T) 中 任意 不 分 明 集 的 导 集 为 闭 集 的 充 要 条 件 为 每 个 不 分 明 点 的 导 
集 都 是 闭 集 。 

证 ， 必 要 性 自明 。 任 取 不 分 明 集 本， 由 定理 5"1 的 系 ， 要 说 明 H* e DIS HIS DUREE 


取 万 的 一 个 聚 点 n» EH aED, Bir x; ED = dI cOD-H, BRA, xd 
H 的 附着 点 ,车 € H RI xi HH RA x EDURRE x € H BE ACH GO = p, 
考察 点 ，x = A. Rb AT 的 两 种 情形 分 开 讨 论 。( 一 ) dE A 6070,70. BESIBE S41, A 


pi» 4G) 7 H GO, BiUL x, $H, IB x, € ACC. ACH, iex, EH RR, x, ED. 


又 因 和 <H(x)<p1, Bi ED, (Z) ZA - 0, ERa 的 开 重 域 B， 我 们 将 证 此 时 
B 与 和 在 异 于 x 的 某 点 相 重 ， 从 而 得 知 x:E 刀 。 由 命题 5"1 的 (2), 有 开 集 B* 使 B%(x) = 1 


且 在 其 他 点 处 ，B* 与 ( 二)/ 同 值 ， 记 C= Bn Bes，C(x)= B(x)>1-~X , 故 C 还 是 x, 的 开 
重 域 ， 因 为 xi WDNR CORF D TP 2. DG &CGO DA, XBTDAH Wil 
ARH, EH 的 聚 点 z, 使 上 + C(z)>1。 由 此 知 C ZO zz. 的 开 重 城 ， 今 再 就 zv 的 三 种 可 
能 情形 分 别论 证 。 (1) 当 z=x 且 h<p 时 ， 此 时 z, €H, Ez, 又 是 五 的 聚 点 ， 故 x, 的 重 
RCON B) SH 在 异 于 z=x 点 处 相 重 。(2) 当 z=x Hp, Wz € H Been 


HO, 12: REPE GO =1-p>1-h， 从 而 G=GU PIER z, HARR G5 HRF 


某 点 w。 因 Ga) < Bx)=1-p=1-H(x), 故 w 半 x， 即 C( 从 而 C 及 有 B) 与 五 在 异 于 
x 的 某 点 相 重 。(3) M zsex 时 ， 由 命题 51 的 (2)， 有 Be。(z) = y GB C^ z(A' 
《定理 4.2)， 又 注意 CAO C) = BG)PCUOD1 - b ARE BCA BG) 364 iE CAO 
OERO- FEBNŠPE WERE C5HAR Aw. EA 

B GO«1- AGO = 1- HGO lk ws x, ENE OAT BO SHERF x 的 某 点 相 重 。 证 毕 


6, 分 B .性 


XX 6.1 (X, S ) 称 作 不 分 明 准 T。 空间, 若 对 每 点 xEXX 及 入 汪汪 on € (xL) 


Xx € Tar 

Ba, s Elet, MUX, FART SAA HA G EX RILA 
Si, 8 ne). . ES 

XX 62 (X, F ) 称 作 不 分 明 T。 空间 ， 若 任意 两 个 不 分 明 点 e S3 d, dS esd 则 
xXxe€ dide (e. 

EX 3 (X, 9 ) 定 义 称 作 不 分 明了 : ZA, ENTRAR RARUS. 


* 四 川 大 学 李 中 夫 同志 指出 这 个 定 狸 中 “每 个 不 分 明 点 的 导 集 为 闭 集 ” 可 前 弱 ， 代 之 以 “每 个 分 明 点 
的 导 集 为 闭 集 ”。 他 还 给 出 了 这 个 定理 ( 加 强 形式 的 一 个 简单 证 明 ， 参 看 他 的 论文 [12] 。 
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BAT 空间 是 Ts Si To 空间 是 准 Te。 空间。 在 分 明 拓扑 学 中 ， 每 个 空间 都 满足 准 
T. 条 件 ， 所 以 准 To 的 分 离 性 是 不 分 明 拓扑 学 中 特有 的 。 

BK, THET SE, 任 取 xEX 及 区 间 A= (Qi, p1) Op; Co: CD WE 
T 中 开 集 B 使 B(x)EA. 事实 上 令 和 =1-pis kh=1-p:。 有 和 >p>0， METE ,xi 条 
(a, HE x. 的 某 开 重 域 BC B(x)>1- 入 = p, ) S x, 不 相 重 , 即 B(x)<1-h=p:， 故 有 
BGO € ^, RME To 空间 的 性 质 可 增强 为 

定理 61 (X, F) HET. 的 充 要 条 件 是 对 每 个 xEXX 及 p EL0，1]， 有 开 集 BE 
B(x)=p, 

证 ,必要 性 ， 当 p=0 时 ， 取 B= 中 即 可 。 当 0<p<1 时 , 取 正 实数 严格 递增 序列 p。 收 
RF p. 4p ^. 7 《ps，par1l(n=1,2…), 由 方才 所 论证 的 性 质 , 肛 集 B. E B, (a) EA 


那么 B= U ,>18B, 为 开 集 ， 且 易 见 B(x) = p。 充 分 性 ， 任 取 不 分 明 点 x: x KÀ W 


开 集 B 使 B(x)=1-h>1- 和，B 是 x; 的 开 重 域 且 与 {x,} RAR, H r € (1). 

定理 0:2 (X, T) HT., ZAREE X, T) HET H3 X h EAR 
同 的 点 x 与》 以 及 任意 p，vE[0，1)， 有 开 集 8 使 B(x)=p 且 BC(y)>v ,或 者 B(x)>p 
HBO)=v. Š 

证 ,必要 性 ， 当 ( 义 ，F ) 为 了 。 时 自然 亦 为 瘤 了 EX xy X p, v, iBAc1-p, 


hh=1-v>0， 得 不 分 明 点 x 5S yu. E € LUE oo 的 开 重 域 BLOGO 17 A99) 
与 {y ,} 不 相 重 ， 即 B,(y)S<1-k= v。 由 准 T, 性 及 定理 6.1， 有 开 集 召 : 使 Bi(y)= v 。 


于 是 令 B= BLUB. 即 可 。 若 y， 全 fs 可 类 似 讨论 。 充 分 性 ， 由 于 准 T。 EE DUNG y 
时 ,不 分 明 点 x S y SAEI P= 17A vcion ， 由 题 设 不 妨 设 有 开 集 B 使 B(x)= 


HB BG. WA BH y, BREL S Go) RAR, HL ye Gn 

定理 03 (X, SOS T, 空间 的 充 要 条 件 为 对 每 一 xEXX 及 入 E50，1]， 有 开 集 B 
使 B(x)=1- 入 且 B 在 其 他 处 取 值 1。 

AES 必要 性 ， 当 入 =0 时 ， 取 B= 义 ， 当 入 >0 时 3 oo 为 不 分 明 点 ， 按 题 设 它 为 财 集 ,其 
补 集 B 为 开 且 显 然 符合 要 求 。 充 分 性 : 任 取 不 分 明 点 x: ,容易 检 明 题 给 开 集 已 满足 B = Go), 
即 x, 为 闭 集 。 

XX 04 (X, FO 称 作 不 分 明了 空间 (Hausdorff 空间 ) ， 若 对 承 点 不 RE 
意 两 个 不 分 明 点 e 与 d， 存 在 各 自 的 重 域 了 与 C 使 BnC= 中 。 

命题 G1 设 (X，9 ) 为 T: ZE, A7 (ys), M 4 的 任 一 聚 点 必 作 y. A>M, 

证 ， 当 和 <u h; ya CA My 的 年 一 重 域 与 4 至 多 只 能 重 于 y 点 , OY TR JE AS 
RAH xe y HT: 性 ， 点 xx ARR 8 与 y, 某 重 域 ,不 相交 ,但 B.O0017 82:0, AU 
Bl(y)=0, 即 B 与 4 不 相 重 ，x: 也 不 能 是 4 的 聚 点 。 故 4 的 聚 点 只 能 作 > (和 >) 型 。 

由 于 了: 空间 只 讨论 承 点 不 同 的 不 分 朋 点 的 分 离 问 题 ， 故 如 下 例 所 示 ，T :空间 可 能 不 是 
ËT. 的 ， 从 而 更 不 是 全 的 。 

Bb 设 XX 由 不 相同 的 点 》 与 z 组成。 拓扑 .9 A 051€ Gs 13 Rin lico 111 


0 X35. BR (X. THT 空间 ， 但 9 中 无 开 集 在 y AUR HEA CREE 
DD 


T, 空间 。 

定理 6.4 (X, 5 ) 若 是 T, SET. 的 ， 则 也 是 7 的。. 

证 ， 任 取 点 yos HIGH OU {y ,} 的 豪 点 只 能 >:(A>k) 型 ,但 由 准 T, REMS i, 
有 开 集 B 使 BC(y)=1-h>1- 和 , 即 B 为 y: 的 重 域 且 与 {y。} TAR, ANAS 也 不 
能 是 (y. 的 聚 点 。 即 :{y ,} JEU TERES BUE RE 5*1 的 系 ,{y,} HAR, 所 以 (X，F ) 
为 T, 空间 。 

由 于 了 ,空间 中 每 个 不 分 明 点 的 导 集 显然 为 D. HOER O24 

定理 6.5 ET, 空间 中 ， 每 个 不 分 明 集 的 导 集 为 闭 集 。 


7. QR, Lindelöf 性 质 


定义 7a X 上 不 分 明 集 4 称 作 泵 可 数 集 ， 若 Supp 4 为 闵 的 不 可 数 分 明 集 。 

命题 7.1 在 Cu 空间 中 ， 任 一 不 可 数 集 必 含有 它 的 不 可 数 个 承 点 两 两 不 同 的 不 可 数 个 
聚 点 ， 这 个 命题 是 下 面 定理 7"1 的 系 。 

XX 2h 不 分 明 点 e 称 作 集 4 的 Q ROS AS e 的 每 个 重 域 与 4 相 重 的 点 所 构成 的 集 
PA PESE i 

定义 7.3 〈X，9 ) 中 不 分 明 集 万 称 作 具 有 Lindelef 性 质 09, 25 D'iffg ^P 3p 8 
族 形成 的 复 盖 ( 即 开 复 盖 ) 都 有 可 数 的 让 复 盖 。 TOC, Z ) 中 每 个 不 分 明 集 都 具有 Lindelof 
性 质 ， 则 称 它 为 遗传 Lindelof zzii], WCX, T ) 中. 集 久 具有 Lindelof 性 质 ， 则 称 
它 为 Lindelof 空间 。 

命题 72 Cu 空间 是 遗传 Lindelof 空间 。 

证 明 可 仿照 [10] 页 49 定理 15 之 证 。 
定理 ?7.1 ÉX, T) Akie Lindelof zs], A479 X LAUS NOT 4 自身 的 
AWO 聚 点 全 体 的 并 记 作 B, WA X, = Supp 4- Supp BH X spia ifi. 

E EX DEER, EN y EX. A= AO RABIA y € ALI y € Supp B, 
yi 不是 4 的 只 聚 点 。 于 是 y: 的 某 开 重 域 B, 与 4 相 重 的 点 至 多 为 可 数 ， Wi B, (2>1- 
A(Q) 的 点 z 至 多 为 可 教 个 。 现 在 记 B = {B,1y € Xi» D Jie y € X, RI B, yo, d 
Xi 外 取 零 值 的 不 分 明 集 。 BAD UDISXSi. A DH Lindelgftky, defi sd 
B, EB, i=1, hc -WW =U ,21B, ,二 D。 BREW- ALz) 成 立 的 点 = 也 至 多 可 


"P 93 —JÀ4 lx » EX, T WGDOPDOD, B, 又 是 的 重 域 ， B B,Cy)>1- 和 =1- 
AG, BIELW (021-7 AGO» BIA X; 至 多 为 可 数 。 


8. T 空间 


定义 8.1 EOX, 了 ) 为 不 分 明 拓扑 空间 ， 六 为 X 的 分 明子 集 ，: 那 么 T 中 诸 不 分 明 
REY 上 限制 显然 给 出 一 个 以 了 为 承载 集 的 不 分 明 拓扑 U. RET XE Y. LWIA 
dx (Y, URE, T) HTZ. 4 HIDE AR) 也 称 作 Y 上 相对 开 集 ( 闲 集 ) 。 

由 于 空间 与 子 空间 在 讨论 中 常常 同时 出 现 ， 为 表述 简洁 ， 在 不 发 生 混 清 情 形 下 ,采取 以 
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下 约定 ，(1) 子 空间 (了 S. y) 常 不 明确 说 出 其 相对 拓扑 ， 耐 简单 地 说 子 空 间 Y。(2) 了 上 
不 分 明 集 4 自动 地 理解 作 尤 上 不 分 明 集 ， 这 意味 着 4 在 XX~Y 上 取 零 值 。 反 之 ,XX 中 不 分 
明 集 若 在 盛 ~ Y 上 取 零 值 ， 也 可 看 作 Y 上 不 分 明 集 。(3) 对 于 子 空间 (OY, U) hE A 
集 4，4 在 到 及 9 下 的 闭 包 常常 分 别 记 作 c1y4 与 c1x A. 

命题 3401. 设 ( 了 ，4& ) 为 (X，9 ) KFZ, AHY 上 不 分 明 集 ， 则 

(1) .4 为 &l 中 闲 集 当 且 仅 当 AAI PEAR BEY 上 限制 。 

D Y 上 不 分 明 点 y+ 为 集 4 在 & 拓扑 下 聚 点 当 且 仅 当 ya 是 集 4 在 9 拓扑 下 聚 点 。 

(3) cl, A=YN clx A. 

WE. (1) 用 取 补 集 方法 ， 由 相对 拓扑 定义 即 得 。(2) A y. EU 中 重 域 系 即 是 y 在 
关上 重 域 系 在 了 限制 给 出 的 。4 又 是 Y 上 不 分 明 集 ， 由 聚 点 定义 即 可 直接 验证 (3) 这 由 
(2 及 定理 5*1 及 导 集 的 定义 即 得 。 


9. I$. 离 性 . 


XX 9'! (X, FOP A, 与 .4: WERN, EA JEEU DA, Ci o1, 20 使 
Un4= 中 =U:n4i。 

定义 9 〈X，9 ) 中 集 A, 与 A: BEAN, PRISE HA Ci 122 , 
使 HAs= 中 = 及: 站 41。 显 然 4 与 .4: 为 Q 一 隔离 的 充 要 条 件 为 41 站 4: = 中 = As 几 4A。 

命题 9*1 隔离 性 与 Q 一 隔离 性 是 不 相 列 话 的 。 

这 由 下 例 即 明 

例 1, 设 X=XUX:,X: 与 区 :为 非 空 分 明 集 且 不 相交 。 记 在 光 ， 上 取 常 数 GS 1,2 


的 不 分 明 集 为 EX: ，》:]。(1) Rai $n o, X [2.0]. [o 2 ] ovi x 
Ac[boj]a-[» i] faa 5a em tm. ns [63 ]5 


Av 相交 ， 即 A 与 4: 不 是 Q 一 隔离 的 。(2) 取 F ,由 X， e R[ 去， 1]. [5 2] 为 


基 , 那 么 在 9 , 中 ，4 与 4: 本 身 是 闭 集 且 不 相交 ,自然 为 Q 一 隔离 ,但 却 显然 不 是 隔离 的 。 

隔离 与 Q - 隔离 在 分 明 拓扑 学 中 重 而 为 一 ， 而 且 我 们 还 有 

命题 92 kD 5D: 是 不 分 明 拓扑 空间 X, T) 中 分 明 集 , 则 D, S DIS RE 
的 充 要 条 件 是 万 , 与 Di 为 Q- PURIS 

证 设 万 ,与 万 ,为 Q- 隔离 BECEAWDSE HOD, EH.OD;- O Cii ij 
7d. 22. MAH, HEX TR D, EROR 1, TE D, 上 取 常 值 零 的 不 分 明 集 ， 从 而 
H, =G TE D, RREZ, £D, EXC 1, MGD: AG ND = P, BEAD, 5 
D: 是 隔离 的 。 反 之 ， 只 要 把 上 述 论证 开 集 与 闭 集 两 词 对 换 ， 即 可 由 DD, 与 D, 的 隔离 性 推 
知 它们 的 Q 一 隔离 性 。 

以 下 把 Supp A 简 记 作 Ao. 

定理 ol 不 分 明 集 AS 8 为 Q 一 隔离 的 充 妆 条 件 为 46 由 Bo= 中 ,clAoU Bo A o clan 


E 


€ — —— e e 


A» clau BoBo cl p,B 
证 ， 必 要 性 ， RA SS BS Q- BERI RI 8 由 clx4= D, HR ANB pH B Nela 
A= 中 ,由 命题 8*1 的 (3) 有 clAs。 BoA = (AUB) 则 Clx4 =CilA。4。 类 似 可 证 


clAovBoB=clBoB。 充分 性 ， 在 题 设 条 件 下 ， 由 命题 8*:1， 有 

B(lclasyBo A47 Bicla ACB NA =P 
从 而 BNeclx4=BN(BoU AD fcis BflclaoveoA7 O, RU, AflclB- D, HJ 
4 与 8 为 Q- 隔 离 。 

命题 9'3 不 分 明 集 A4 与 8 为 Q- 隔离 充 要 条 件 是 c1Awu Be 4 与 cl1AwuBeB 为 Q- 隔 
离 。 

WE. 充分 性 显然 成 立 。 今 证 必要 性 。 记 C=clAsvB。A,D=clAouBoB。 由 定理 9*1， 
有 C=clA,D=cls,B, 从 而 C。= 4, Co Bs, JE C. De 76, FN clc CCele, vo。 
C ecl, ypo Celi un A) melius dA n cl Am cle Acl C, W cle C ele, s C. 380A 
Hcl, D= cl uo D. 又 由 定理 9.1，C 与 万 为 Q 隔离。 

定义 92 设 4 与 8 为 XX 上 不 分 明 集 ，A4~B 代 表 鲜 上 不 分 明 集 , 它 在 4(x)>B(x) 
的 点 x 处 取 值 4(x)， 在 其 余 处 取 值 零 。 

上 述 运算 一 在 分 明 拓 扑 学 中 显然 就 是 集 的 差 。 在 分 明 拓扑 学 中 ， 有 如 此 较 明显 的 定理 ， 
^y 与 2 同时 是 分 明 拓扑 空间 X 中 开 集 ( 或 闭 集 ) 时 ，Y -Z 与 2- 了 在 XX 中 是 隔离 的 
《[10] 页 52 定理 17 ) 。 这 个 结果 在 不 分 明 拓扑 学 中 如 下 例 可 见 已 不 成 立 。 这 也 是 [10] 章 
了 中 完全 不 能 移植 于 不 分 明 拓扑 学 的 唯一 定理 。 


例 2。X=X1UXs 及 久 上 不 分 明 集 [X，，Xs] 如 本 节 例 1。 取 拓扑 = f| 


1 “y=[2 i 2 E 
je«Ljux. 命 Y= [各 1] ，2= [1 号] ,那么 7 与 2 是 9 mmt vz 
= [0，1]，2~Y = [1，0] 却 不 是 隔离 的 《 因 包 含 了 2 的 开 集 是 叭 一 的 即 是 闵 ) ， 也 不 是 
Q-WB (Barn = [去 ， 1] 与 2~Y 的 交 不 是 @，,) 


命题 94 €GASBALX ERAGMRH AUB-X , M AB 55 B-AXE X E43 A 
集 ， 从 而 ( 由 于 命题 9.2 ) 对 AB 55 B~4 而 言 ， 隔 离 与 Q- 隔离 是 一 致 的 。 

ME. AB 在 xEX 处 取 非 零 值 ， 由 4~B 的 定义 ,有 A(x)>BCx). 但 max(A(x) ， 
B(x))=1， 从 而 4(x)=1=(A~B)(x)， 所 以 A~B 仅 取 零 值 或 什 1。 类 似 可 证 B~4 为 分 
明 集 。 

定理 92 设 4，B, DHCX. T) 中 不 分 明 集 ，AUB=X 且 A~B 与 B~4 为 
QQ 一 隔离 (或 隔离 ), Weli D cl, CD 0 Ucls CD B) 


证 ， 由 命题 9.4， 仅 需 讨 论 4~B 与 B 一 4 为 Q 一 隔离 清 形 。 
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易 见 cl Doc, (DNAD Uch (DND. 今 证 相反 的 包含 关系 。 由 AUB= X, di AU 


B~A=X. TE D-ORDUCORG- A)», ANcls Dz Caflcls DNA U AN 
clx(DN (6B~A4)， 最 后 式 子 第 一 项 显然 包含 于 A 站 clx(DNn 4)= el (DNA: 至 于 第 二 


项 将 证 明 包含 于 clo CD) ED, WEHT clx(B 一 4) 与 A— B RARE , 即 对 AOSB 


的 点 x，clx(B~A) 取 零 秆 ,所 以 它 仅 在 B(x) 之 A(x) 的 点 x 处 才 可 取 非 零 值 ,但 当 B(x) 之 
AGO 时 易 见 B(x)=1( 因 A4UB=XX)， 亦 即 clx(B~A) 仅 在 B(x)=1 的 点 x 处 才 可 能 
AGES, cla CB 0C B,, MT 

clx(DN(B~AYCelA DN BNB, - cli (DNB), 


于 是 ANDE, OD fo Uels CO BD, 类似 地 可 证 


Bfiel.Dce,, (DNA) Ucls,( DNB)， 从 而 有 
c1D 2 (Af cl D ) UG cl DEl, (DANAU cla (DNB. 

XH 93 RAB DHX, TPR HR, AUB=X, A~B 5 B~A HQ- 
隔离 或 隔离 的 ， 又 设 DN 4 SD B 分 别 是 子 空间 46 与 8。 中 相对 闭 集 ( 或 开 集 ) 。 则 万 为 
义 上 闭 集 ( 或 开 集 )》。 

证 ， 关 于 闭 集 情形 ， 由 定理 9*2 即 得 ， 关 于 开 集 情形 ， 由 于 在 不 分 明 拓扑 中 补 集 性 质 已 
有 较 大 变化 CIR AD 4' 未 必 为 中 ) ， 难 以 从 闭 集 情形 取 补 后 给 出 ， 下 面 给 出 一 个 颇具 格 论 
色彩 的 证 明 。 记 Xi={x|B(x)=0}，X:={xll= A(x)>B(x)> 0}, X, = {xll= B(x) 
=A) Xa = dali = B(x)>A(x)>0} R Xs = {x|AC(x)=0}, 由 于 4UB=X，4(x) 与 


Boymib—^51i1, BU X- US X Biete, 9 Rh X. AA RH (Xh 


允许 有 空 集 )。 设 [O9 X 上 不 分 明 集 ，;7 EX, 上 限制 记 为 了 ， WA f ETA fifa» 
fof 来 表示 。 又 在 X 上 取 常 值 0 或 1 的 不 分 明 值 ， 在 上 述 表示 式 中 ,我 们 就 将 第 ;个 
分 量 径 以 0; 或 1 表 之 ， 现 在 由 六 ,定义 ， 易 见 4=(1,1,1,4a,0,)，B=(0,6b,1,1,1)， 这 里 a 
为 4 在 关上 限制 ，b 为 8 在 XX， 上 限制 (6 与 6 未 必 是 常数 ) 。 又 设 D=(d,,d:,ds ,ds ,ds)， 
从 而 DN 47 (di,d:,ds,aNd,,0),，D 人 B=(0,ds 门 b,ds ,ds,ds,)。 由 题 设 DN ASDOB 
分 别 是 Av» Xs UX UX UX. 8 Bo X:UX:UX UX. 上 的 相对 开 集 ， 故 有 X 上 开 集 
V,5V EV, NA = DNAN: NB = DABAI EX ERII V EX, ERAH AB 
&fi V, =Cdisdisdssa ldi gW = (bnids,ds,deyds)， 另 一 方面 ， 由 命题 94, 不 
Jk A~B 与 B~4 为 隔离 的 ， 从 而 有 X ELFRGDA~B, GıDB~A W G, N (B~A) 
20-G.( ABD), 但 易 见 A~B=(1, 1, 0,0, 0, B~A= (0 0,0, 1, D, 于 是 
146G,20,1, s 0, 0RG.-Q, 0, t, 1, D. XEIBEEICESDOm X EX SV, 
Vi, Gi 及 Gs 如 上 述 形 式 ， 要 将 D 径 过 这 些 集 的 适当 交 与 并 表示 出 来 的 一 个 颇 具 格 论 色 
XE. RTE V -ViUV:-(iUR. di» dss di; dsUg), Fi=G UV: 20,1, 
sUds, di, ds), F»2C1UV:7(di, di tUds, 1, D,Fifl Fs (di,di,dsUGID, 
di, d) 最 后 有 
(FA FAV 2i, dzs dss di, d)-D 
证 毕 。 显 然 ， 只 要 将 开 集 换 成 闭 集 ， 隔 离 换 成 Q - 隔离 ， 上 述 论 证 对 闭 集 情形 下 也 有 效 。 
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10. 连 通 性 


XX 10.1 (X, SORA D 称 作 不 连通 的 ， 若 在 子 空间 De (H supp D) 
h, 有 非 中 集 4 与 8 为 Q- 隔 离 且 = AU B。 不 是 不 连 适 集 称 作 连 通 集 。 

引 理 10*1 万 为 不 连通 的 充 要 条 件 是 在 子 空间 D。 中 有 相对 闭 集 4 与 B 使 4N De, 
BüD&o, ANB=9 X AUB2D. 

证 ， 必 要 性 由 Do 4 U B。 及 命题 9.3 即 得 。 今 证 充分 性 。 对 题 示 的 闭 集 4 GB, 4 
A -ADnD, B-BnD ,&R AU É-KXAUDRD- D ,Axó, Bxó, Hii ACA, 


BCB, i AS Bt D, T25h Q- RES ORRAK) EAS B i ED HHQ - 
隔离 。 

定理 001 设 刀 为 (X，9 ) 中 连通 集 ， 则 clx Dt cl, D 亦 是 连通 的 。 

证 ， 设 clxD=EE 是 不 连通 的 ， 由 引 理 10*1, 有 世 。 上 相对 闭 集 4 与 8 使 4U BE， 
ANE, BNE 中 ，ANN B= 中 。 显然 AUB2D, di Dill, 不 妨 设 AND= 中 (B 
ND= 中 情形 可 类 似 讨论 ), 即 DCB, 从 而 E=ENE。=clxDNE。= cli,DCcl;,B- B, 


但 4nB= à, 所 以 4n 尼 = 中， 矛盾。 至 于 cls,D 的 连通 性 可 类 似 地 予以 反 证 C 只 要 把 上 
述 BRE clo。D， 注 意 并 在 此 时 有 Eo = Glo D) = Do BST, 


定理 102 设 有 ( 义 ，F ) 中 连通 集 族 x ， 其 中 任意 两 个 集 在 子 空间 ( U A ) 。 上 不 
是 Q- 隔 离 的 ， 则 Uw = DEET. 

à. 设 DD 不 连通 ， 则 有 D。 上 相对 闭 集 4 与 妃 使 4U BSD, AQ DS 6, BD, 
ANB=  44£ at hH, h H EMER AUBOSH, 不 妨 设 ANH= 中 (HNB= 中 
情形 可 类 似 讨论 )， 即 HCB, kd 中 任 一 集 或 包含 于 4 或 包含 于 B。 又 由 AND 二 中 与 B 
ND 中 ,可 设 al hk H, 5 Hi É HiCA, HiCB, MF clo, HiCcl A7 A clo, 


H:CB, &À Hi 5H, 在 D。 上 为 Q- 隔离 ， 矛盾。 

定义 102 设 品 为 (X，9F ) 中 不 分 明 集 ,包含 于 DD 中 极 大 连通 集 称 作 D 的 一 个 连 
通 区 。 

定理 10.3。 设 万 为 (X，9 ) 中 不 分 明 集 ， 每 个 包含 于 D 中 的 连通 集 必 包 含 于 口 的 
某 连 通 区 中 ，DD 的 任意 两 个 不 同 的 连通 区 在 D, HE Q- 隔离 的 。 

E. 定理 后 半 是 定理 10.2 与 连通 区 的 极 大 性 的 直接 推论 。 今 证 定理 前 半 。 在 D= 中 时 ， 
情形 是 平凡 的 。 设 Do, AX T Dit TEX Ag AX, ires T Dm 
且 又 包含 4 的 连通 集 的 集 族 为 B, HFB 中 任 两 个 集 都 含 非 中 集 4， 自 然 不 是 Q- 隔离 
的 。 由 定理 11。2,U 兄 = 已 是 连通 的 ， 易 见 瑟 为 刀 的 一 个 连通 区 。 至 于 4= 中 情形 ， 因 
万 关中 ， 任 取 不 分 明 点 eE 刀 ， 由 连通 集 定义 ， 易 验 明 集 e 是 连通 的 。 由 方才 所 证 ,e 从 而 中 
包含 于 万 某 个 的 连通 区 中 。 

与 分 明 扑 拓 学 不 同 ， 不 分 明 集 DD 的 连通 区 未 必 是 D. 上 相对 闭 集 ， 

例 六 为 单 点 x 组 成 。F ={X， 中 ，x3}。 取 DD= {x3}， 那 么 自然 是 中 的 连通 区 


但 不 是 D。=X mite. 
Me 


命题 101 C4 DOS CX, TO) 中 闭 集 时 ，DD 的 每 个 连通 区 是 六 上 的 闭 集 。 

dE. BAH DHEER, Hcl Acel D=D REM 101, cl 4 是 连通 集 又 含 于 
吃 中 ， 从 而 由 连通 区 极 大 性 ， 有 4= clx4，4 为 外 上 闭 集 , 

在 本 节 最 后 ， 我 们 指出 隔离 集 定理 ( [10] 页 60 问题 1.Q ) 是 可 以 推广 至 不 分 明 拓 扑 空 
间 的 ， 其 证 明 虽然 长 但 是 直接 的 ， 留 给 读者 : 

定理 10:4 (隔离 集 定理 )。 设 4 与 了 为 (六 ,9 ) 中 连通 集 且 4 二 8B .又 设 4~B=CUD， 
C 与 忆 在 多 上 是 Q- 隔离 的 ， 那 么 BUC 与 BUD 是 连通 集 。 


11。 不 分 明 网 (net) 


从 本 节 起 ， 我 们 转向 不 分 明 拓扑 空间 中 Moore-Sm ith 式 收敛 的 研究 。[103 第 二 章 的 
所 有 定理 都 可 以 推广 到 不 分 明 拓扑 学 中 

定义 11"1 设 刀 为 非 空 集 >D E—ACEH, #4 DEE m 5 n, yA Dh PE 
p2m, p?n, WE CD, >) 为 由 半 序 之 定向 的 定向 集 。 

定义 11*2 BD, >) 为 定向 集 , XX 为 分 明 集 ，9 为 X 上 不 分 明 点 全 体形 成 的 
集 。 由 也 至 9 的 函数 5S KEX LURAR. nEeD, S) PRBE S. FERAS E 
常 表示 作 {S。,，nE€ D), D 称 作 网 S 的 定义 域 。 

定义 013 设 S={S。，nED} 为 XX 上 不 分 明 网 ，4 为 贸 上 不 分 明 集 。 若 对 所 有 n， 
5, 缘 重 于 4， 则 称 网 S 重 于 4。 若 有 mED， Bos nmi, S. ERFA, WAR S 最 终 
RFA BH D HERE m. ED 中 r2>m 使 S。 重 于 4， 则 称 网 S 常常 重 于 4。 若 每 个 
SEA, WHER SEAH. 

XX 11.4 设 5S 为 X 上 不 分 明 网 e] X ERARA. ECX, TRI ety 每 个 
重 域 8， 网 S 最 终 重 于 B， 则 称 〈 在 拓扑 9 F) 网 S 收敛 于 e。 

定理 11.1 在 (X，9 ) 中 ,不 分 明 点 ee A 的 充 要 条 件 是 存在 网 S 在 4 中 且 收敛 
于 点 e。 

证 ， 必 要 性 ，e 的 所 有 重 域 以 包含 关系 为 半 序 显然 成 为 一 定向 集 (命题 2.2 中 条 件 (2))， 
记 作 D， 对 DD 中 每 个 重 域 8, 因 eE€A4，B 与 4 重 于 某 点 z，B(z)+ 4(z)>1， 所 以 4(z) 
=h>>0， 不 分 明 点 z,E4 且 重 于 B。 现 在 对 BED， 对 应 不 分 明 点 z,， 这 个 对 应 给 出 网 显 
然 符合 要 求 。 充 分 性 : 设 S = {S。，nED} 在 4 中 且 收 敛 于 e， 那 么 对 e 的 任 一 重 域 ，B， 
BS 最 终 重 于 B， 有 某 S。=z, 重 于 BB 且 z,€h, 即 BCz)+h>1 且 p<ACz) ,从 而 BC) 
*AG)DA WI B 5 ARE, d ZERI «1,0 € A, 

XH 1012 4479 (X, 8 ) 中 不 分 明 集 ，4 为 闭 集 的 充 要 条 件 为 4 中 每 个 不 分 明 网 
S 不 会 收 全 于 不 属于 4 的 不 分 明 点 。 

注意 4 为 闭 集 当 且 仅 AL 4， 本 定理 是 定理 11*1 的 直接 推论 。 

在 定义 9*2 中 作为 分 明 拓扑 学 中 集 的 差 的 推广 ， 引 入 了 运算 4 一 B。 现 在 我 们 给 出 另 一 
种 推广 。 

定义 11.4 设 4 与 为 XX 上 不 分 明 集 ，4 一 B 表示 关上 一 个 不 分 明 集 , 它 在 满足 
AGOZ BOO AREN, ERRES AR, AWER, HEX, RARA o 存 


。15 。 


一 一 一 一 一 —À À— e 


在 ( 即 B(x)>0) HF ABI AGOZBGO 时 ， 则 在 x 处 4 的 值 被 减 为 零 ， 在 其 他 情形 
下 不 变 。 : 
显然 当 4(x)<X 时 ，4- ixi o A HAOSA, fSuppCA- (4D 5 Supp A- x. 
定理 11.3 ECX, F), x 为 4 的 豪 点 的 充 要 条 件 为 存在 4-{x:} 中 一 个 分 明 
网 收敛 于 xi. 


证 ， 当 A(x)< 和 A 时 ，A4-{xx}=4 且 x. € A, BEA xa A ARRAY IUO x EA 
定理 11"1， 这 又 等 价 于 有 4=4- Gn 中 网 收 伍 于 x:。 本 定理 成 立 。 当 A(x) 之 时， 有 
xi E4， 此 时 x, 为 4 的 聚 点 的 充 要 条 件 为 x; 的 每 个 重 域 B 与 4 在 异 于 点 x 处 相 重 ， 即 B 


与 不 分 明 集 已 = 4 - Go) 相 重 ， 换 句 话 ，x, 为 4 聚 点 当 且 仅 当 xs CH, 由 定理 TIU, X 
SAFH 中 有 网 收银 于 xio EHe 


12。 网 的 收敛 点 的 唯一 性 ， 累 次 极限 定理 


如 下 面 命题 所 见 ， 网 的 收敛 点 一 般 都 是 无 穷 多 的 ， 但 是 对 承 点 加 以 限制 ， 可 得 出 一 适当 
的 唯一 性 结果 。 

命题 i1 设 (X，98 ) 中 网 8 收敛 于 点 x, BINE OR, MS 也 收敛 于 x.. 

证 ， 由 hs<X， 有 1-h>>1- 入， 故 x, 的 任 一 重 域 也 必 是 x 的 重 域 ， 由 此 易 知 3 也 必 
收敛 于 xv。 

定义 12.1 BENEI, (De, >.) 是 定向 集 。 诸 D. WRA De x (D. lac 
HRA d 可 署 作 定义 于 了 上 函数 使 对 aEI，d《a) ED,。 所 谓 D ERREF > 定义 为 ， 对 
Dibi&fAd 与 f，d>f 当 且 仅 当 对 每 个 a€1, f£ D. 中 dla)>. f 60. MAB D., >.) 
的 先 积 定向 集 即 指 ( D, > ) 。( 易 验 明 半 序 > 确 定向 了 集 D ) 。 

定理 123 EX, TP, 每 个 网 都 不 会 同时 收敛 于 两 个 承 点 不 同 的 不 分 明 点 的 充 
EREE, T) 为 不 分 明了 , 空间。 

证 : 若 X 上 的 网 S = (S., n€ D) 同时 收敛 于 承 点 不 同 的 不 分 明 点 e+ 与 ex fER e, 
重 域 B，(i= 1,2 ) ， 由 网 收 化 定义 ， 有 某 S。 即 重 于 B, XEF B, id Supp(S-)= z， 显 
然 B1(z)>0，Bs(z)>0， 从 而 B, 与 B, HX, 3X CX, F) HT: 空间 假设 矛盾 ,这 就 
证 明了 充分 性 。 今 证 必要 性 。 若 (X ,9 ) 不 是 7, 空间 , 则 有 承 点 不 同 的 不 分 明 点 e: 与 e 。 
对 e, 的 任意 重 域 4, = (i= 1,2, 4; 54; 总 是 相交 的 ,从 而 有 zEX, 使 4,(2)>0, A(z)>>0。 
记 和 =min(4i(z),4:(z) ) BA zii /, WRF 4, 又 重 于 4。 这 个 不 分 明 点 记 作 SC4i， 
AD, Be 的 重 域 系 由 包含 关系 定向 所 成 的 定向 集 为 多 ,(i = 1，2) ,乘积 定向 集 多 ,Xx 8.75 
9. 3G 中 任 一 成 员 A x 4,，( 4; € 外 , ) ， 对 应 上 述 不 分 明 点 SC4，A4)。 这 个 对 应 
给 出 XX 上 一 个 不 分 明 网 S。 易 见 S 同时 收敛 于 承 点 不 同 的 e, 与 e:， 矛盾 。 

下 面 网 收敛 的 累 此 极限 定理 在 数学 分 析 中 有 其 自身 的 兴趣 ， 在 这 里 给 出 的 一 般 形式 也 是 
为 了 下 面 $ 14 中 关于 收敛 与 拓扑 的 关系 研究 作 准备 。 

定义 an2 (DOSES mcD,E. 也 是 定向 集 , 若 对 每 个 mED Ra€E., 
都 对 应 一 个 不 分 明 点 S$( m，n ) ,这 个 对 应 S 称 作 X 上 累 次 不 分 明 网 。 假 若 在 ( X,9 ) 中 


EI 


对 给 定 的 m， 不 分 明 网 (Sn. n), nEE 收敛 于 X 上 某 不 分 明 点 S。.， 从 而 得 到 网 {S。， 
m€D), XB EKSCE X 上 某 不 分 明 点 e， 则 称 累 次 不 分 明 网 S 的 累 次 极限 存在 ,或 等 价 
地 说 作 SKAFA e. 

定理 12.2 〈 累 次 极限 定理 ) 。 设 在 ( 义 ，F ) 中 累 次 不 分 明 网 S={SCm，n)} 如 定 
义 12*2 所 给 且 收 敛 于 点 e。 记 乘积 定向 集 D x CX {E。lmE DD}) 为 F EF OSA A Qm D, 
HRC, f)=(m, f(m EXT F L-ARK R, WA R 5 S 的 合成 SoR 给 出 了 以 F 为 
定义 域 的 不 分 明 网 ， 且 SoR BRAFA e, 

证 ，SoR 显然 是 以 下 为 定义 域 的 不 分 明 网 。 对 e 的 任意 重 域 8， 由 于 S 收敛 于 e ,如 
定义 12*2 所 表 记 ， 有 某 mc D 使 对 口中 pm, S, Wit? B。 记 Ss 的 承 点 为 <， 那么 
BG) SG)», BEI B 亦 是 5, 开 重 域 ， 于 是 由 网 {SCp，m)，nE€ ERKAT Se W 
设 ( 定 义 12*2 ) ， 可 对 应 -了 (p)EEr， WE Er hH n2[ G0, AS, nD RT B. X 
样 对 于 p>m， 都 如 上 定义 了 fp)E EL RFR R H P, MERE SEE, JA T t H 
f€x1E,», PED} R (m, f)EF。 EZARF H, S, Dm, DW, fi p2m, 
g(p) 之 f(p)。 由 上 述 选 取 法 ， 知 SCp，g(《p)) RFB, M» SoR (Gp, g 2 SCGog GD 
重 于 B， 亦 即 SoR 最 终 重 于 B, HRAMA SOR KATA e. 


13。 子 网 ， 子 序列 


定义 131 X ERABBIT-(T.. mEEE} 称 作 针 上 不 分 明 网 S={S,，nED} 的 
子 网 ( Subnet ) , AFE E D (jg N 满足 。 

(1) T=SoN, 即 对 每 个 iE€EE Tia Sco 

(2) 3E D hA n, H E hi miet E h p2m 85, 8 NCP)2n. 

定理 131 设 S={S., nED} HX ERRAR, A 为 XX 上 不 分 明 集 族 , 使 < 中 
任意 两 个 集 的 交 包含 有 d 中 一 个 集 。 又 设 S 常常 重 于 aC 中 每 个 集 ， 则 S 有 子 网 了 ， 了 最 
终 重 于 4 中 每 个 集 。 

证 ， 由 题 设 ， 集 族 由 包含 关系 所 定向 ， 这 个 定向 集 记 作 D, i E IRAAN, A) 
的 集 ， 这 里 mcD, ACD, 并 且 要 求 S. RFA SA EJREDx D, HFR, DxD, HR 
积 半 序 在 E LRHAH E E-AOERE TE 由 这 个 半 序 所 定向 。 事 实 上 ,对 E 中 成 员 Cm, A) 
与 (n,B), Ti aC TRAE G & T AQ B. XIS S 常常 重 于 G, XA p€ Dti p2m, p2n B. S» 
RFG, FEP, OEE 且 在 半 序 之 中 位 于 (m, A) 5G, B) 之 后 。 今 对 定向 集 (E， >) 
命 N (m，A)=m 定 义 - 函 数 N:E->D。 易 见 N 满足 定义 13*1 中 条 件 (2) ,从 而 了 = SoN， 
是 S 的 一 个 子 网 ,而 且 任 取 ad 中 集 4， 可 对 应 mED 使 S$。 重 于 4, 于 是 (m，A)EE 并 且 
在 已 中 当 (n，B)>>(m，4) 时 T(n，B) = SoN(n，B) = S.。 重 于 也 从 而 也 重 于 4 , 即 7 了 最 
HORT 4。 所 以 子 网 了 符合 要 求 。 

定义 13:20X, T ) 中 不 分 明 点 e 称 作 网 S 的 聚 点 ， 若 对 于 e 的 每 个 重 域 8，S 常 党 
EFB. 

定理 132 (X, F) 中 点 e 为 网 S 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 S 有 一 子 网 了 KEFA e. 

证 ， 充 分 性 是 定义 13*2 与 定义 13*1 的 直接 推论 。 由 于 e 的 重 域 系 满足 定理 13*1 中 关 
于 集 族 4 的 条 件 ， 由 该 定理 即 给 出 必要 性 。 
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定理 153 ER S-45, nEDD} 为 了 上 不 分 明 网 ， 对 每 个 hED， 记 AL 为 所 有 不 分 明 
A Semn 的 并 ,那么 在 (X，F) 中 ， 点 e 为 网 S 的 聚 点 当 且 仅 当 e 属于 每 个 4,。 

证 ， 当 e 为 网 S 的 聚 点 时 ，、 由 定义 13*2。 易 见 e 属 于 每 个 44. 反 之 , 设 e 属于 每 个 人。 
任 取 e 的 重 域 B 及 任意 mED。 Hec A。.，B 与 4. 重 于 某 点 z, 即 B(z)+ 4。(z)>1。 又 
由 于 AL Som) 的 并 ， 由 命题 2.3， 有 n>m 使 S$.=z, EFB, MISHR ETF 
B, Wife 为 网 S HRA 

^X 上 不 分 明 网 {S.，n€ D) 的 定义 域 由 正 整数 组 成 时 ( 半 序 由 正 整 数 中 大 小 关系 之 给 
出 )， 称 这 类 网 为 上 不 分 明 序列 ， 类 似 于 子 网 的 定义 ， 可 以 从 序列 出 发 定义 子 序 蜀 概念 。 

定理 034 设 (X，F) 为 C 空 间或 Q-C' 空 间 ，A4 为 X 上 不 分 明 集 , e 为 不 分 明 
点 ， 则 

(1) 点 eE4 当 且 仅 当 有 4 中 不 分 明 序列 收 化 于 c. 

D 4 为 闭 集 当 且 仅 当 4 中 不 分 明 序列 不 会 收 全 于 不 属于 4 的 点 。 

O e 为 4 的 聚 点 当 且 仅 当 有 A- {e} 中 不 分 明 序列 收敛 于 e。. 

(4) e 为 序列 S 的 聚 点 当 且 仅 当 S 有 子 序列 收 化 于 e. 

证 ， 由 命题 3.1 ， 只 要 就 (X，9 ) 为 Q - C. 空间 情形 讨论 。 任 取 不 分 明 点 e 及 其 一 可 
数 开 重 域 基 ， 胃 = {B,} (n= 1，2,…) 。 只 要 适当 取 交 ,就 不 失 一 般 性 地 可 以 假设 媚 , 一 B.，。 
这 种 重 域 基 称 作 单调 重 城 基 。 现 在 将 单调 重 域 基 代 替 点 的 重 域 系 ，(1) 可 仿照 定理 11*1 同 
样 地 证 明 ; CO 由 (1) 即 得 ，(3) 可 仿照 定理 11*3 同样 地 证 明 (用 方才 的 (1) 代替 那里 引用 
的 定理 11*1)， 至 于 (4) 比 在 不 分 明 网 中 对 应 定理 13*2 可 以 简单 些 予以 证 明 , 当 S={5S,， 
nEDI AFRIKAT e 时 ，e 显然 是 S HRH. RZ, BSI e AG, We 的 可 数 单调 
开 重 域 基 (BG = 1，2,…)。 显 然 可 以 归 续 地 对 每 个 BL WAS. WAS RFB E 


mi mv-iCne 理解 作 零 ，m TERR, RERS., 重 于 B， 于 是 GS, ji= 1,3)… 就 是 收效 
于 e 的 子 序列 。 


14。 收 敛 类 与 不 分 明 拓扑 的 一 一 对 应 

定义 14*1 设 号 为 偶 对 (S，e) 的 集 ， 其 中 S 为 六 上 不 分 明 网 ,e 为 X 上 不 分 明 点 。 
若 包 满足 下 面 四 条 件 ， 则 称 作 X 上 一 个 收敛 类 (convergence classes), HHMI (S ,e) 
E 当 也 说 作 网 S 是 多 收敛 于 点 e。 

(1) ZBLS-(S,, n€ D 中 每 个 S. 都 等 于 某 点 e， 则 (S,e)€ 当 。 

(2) 若 S 为 多 收敛 于 e， 则 S mt T BST e. 

(3) 若 S 不 是 号 收敛 于 e， 则 存在 S 的 一 个 子 网 了 ，7 的 每 个 子 网 皆 不 是 涩 收 化 于 e. 

(4) 设 DARRAR, H DHEA m, AZRE. NEH X 上 累 次 不 分 明 网 3 = (5 
(Gn ,mY (参看 定义 12:2)， 对 于 mED， 不 分 明 网 (SC, n, n€ E.t HIRAF 某 点 S。， 
得 出 一 个 不 分 明 网 {Sa m€ DE 3ERGXAHRUSIKEICT e. F HRAZDE] 
m€D, X FHRA (D, HRC, f)=Cm,f (m) 给 出 一 定义 于 下 E RRR, M 
合 或 SoR 是 以 下 为 定义 域 的 不 分 明 网 且 汐 收 全 于 点 e。 . 

命题 l GECOX, ZO 中 不 分 明 网 S = 4S., n€ DL 不 收敛 于 点 e， 则 存在 e 的 某 开 
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TURB RSIS—TTRET-I(T., mCEVEBIET.(n CE) ERREF B， 从 而 了 的 任何 
子 网 皆 不 收敛 于 e. 

”证 ， 由 题 设 有 e ERER 8 使得 对 任 一 nED, 有 m 之 n 且 S. RT B, IRE = {m|S。 
FEF B}, 为 DD 的 子 集 。 又 记 N:E 一 DD 为 恒 等 映 射 ， 易 见 SON = 了 为 S 的 子 网 且 符 
合 题 求 。 

由 定理 ”12*2， 命 题 14*1 及 一 些 显然 性 质 ， 可 知 在 QC, 9 中 ， 不 分 明 网 及 其 收敛 点 
组 成 的 偶 对 全 体 确定 了 一 个 收敛 类 。 这 个 收敛 类 由 拓扑 9 所 确定 ， 故 记 作 x (8). 反 过 来 ， 
如 下 面 定理 所 示 ， 给 了 X 上 一 个 收敛 类 虽 ， 也 可 决定 六 上 一 个 不 分 明 拓扑 更 C95. 

定理 141 设 罗 为 六 上 一 个 收敛 类 ， 对 X 上 不 分 明 集 4， 将 4 中 所 有 不 分 明 网 涩 收 敛 
的 点 并 记 作 A, 那么 AAT 决定 了 一 个 多 上 的 闭 包 算 子 (定义 4.3)。 车 把 此 闭 包 算 子 决定 
的 拓扑 记 作 W=, BA (SOEI 当 且 仅 当 网 S 在 拓扑 9 下 收敛 于 点 e。( 亦 称 S 为 
TRAF e), 

证 ，(1) 关于 对 应 A-A 决定 了 一 个 闭 包 算 子 z 的 证 明 ,以 及 (2) 当 网 S 为 了 收敛 于 e 
Bt, W (S,e)E 当 的 证 明 均 可 分 别 照 抄 [10] 页 74 定理 9 的 证 明 的 第 一 段 与 第 三 段 。(3) 今 设 
(S,0€ 9, RESPET 收 化 于 e， 如 若 不 然 , 由 命题 14*1, 有 S 的 子 网 了 = (T. mE E) 
及 e 的 开 重 域 B， 使 每 个 了 。 都 不 重 于 B, HAM, ET. EEF BRIR B, MAT 
是 在 B' 中 ， 又 由 收敛 类 性 质 CD, S 的 子 网 了 也 甸 收 敛 于 e， 按 定义 eE(B')*。 但 开 集 刀 
的 补 集 是 闭 集 ， 即 (B')"= B'， 从 而 e€ 8B/， 复 由 命题 2.1，e 不 重 于 (B')' = B, 这 与 有 为 
el moms. 

定理 14*1 不 仅 对 收敛 类 9 对 应 了 一 个 拓扑 种 (9) = 多， 而 且 证 明了 拓扑 多 决定 的 收 
SIS xCTO 恰 是 9 ， 即 yx V =1 或 说 对 应 x 是 在 上 Conto) 对 应 。 又 由 定理 1141, SR 对 于 
不 同 的 拓扑 TX HEBR T) 也 不 同 ， 即 x 是 单 的 ， 于 是 x 建立 了 拓扑 与 收敛 类 间 
EELNE H =Y, RR 出 这 种 对 应 是 逆序 的 , WE da 94027. WM x(CT 1) 
CXT ,), 

作者 在 开展 不 分 明 数 学 的 工作 中 ， 承 乾 中 国 科学 院 数学 研究 所 关 药 直 先 生 热 情 支持 与 鼓 
励 ， 在 此 说 表 感谢 。 

作者 后 记 ， 不 分 明 拓扑 学 的 研究 已 经 较为 深入 ， 此 文 应 各 方 要 求 ， 今 予 重印 ， 但 并 不 想 
作 什 么 改动 或 添加 一 些 重要 文献 。 因 为 一 则 本 文 的 基本 思想 ( 重 城 系 ) 与 结果 仍然 引起 同行 
的 注意 。 二 则 后 面 的 发 展 有 不 少 是 立足 于 本 文 的 ,对 这 些 发 展 有 兴趣 读者 可 在 了 解 本 文 结果 
下 阅读 进一步 文献 。 此 次 重印 改 了 一 些 印 刷 错误 ， 并 增添 了 三 篇 与 本 文 内 容 直接 关连 的 文 
献 。 本 文英 文稿 可 参看 J. Math, Anal, Appl。76(1980)，571 一 599。 中 文 UR 载 四 
川 大 学 学 报 〈 自然 科学 版 ) ,1977 年 第 一 期 31 一 50。 关 于 传统 领域 思想 在 不 分 明 拓扑 空间 中 
失效 原因 ,在 文献 [15] 中 作 分 析 。 该 文 提出 几 条 几乎 自明 的 确定 邻近 构造 的 公理 ， 证 明了 构 
域 系 是 味 足 这 些 公理 的 唯一 邻近 构造 。 
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不 分 明 拓扑 学 I 一 乘积 空间 与 商 空间 
NAH WN 
《四 川 大 学 ) 


在 CoD h, 我们 引进 了 以 分 明 点 为 特 款 的 不 分 明 点 的 定义 ， 除 习 见 HR 之 外 还 引入 所 
谓 重 域 概念 从 而 描 叙 了 不 分 明 点 的 邻近 构造 ， 讨 论 了 不 分 明 拓 提 空间 中 Moore 一 Smith R 
收敛 。 这 样 在 分 明 拓扑 学 代表 著作 C5】 中 有 关 这 些 问题 的 第 1 、 工 章 的 定理 ， 除 一 二 条 不 
甚 紧要 者 外 ， 均 可 推广 至 不 分 明 拓扑 学 中 。 本 文 目 的 是 将 [5] 中 关于 乘积 空间 与 商 空间 的 
第 正章 的 定理 全 部 地 推广 至 不 分 明 拓扑 学 中 。 这样, 处理 这 类 问题 的 文献 CID— C42 中 结果 得 
到 加 强 ， 达 到 了 与 分 明 拓扑 学 同类 问题 的 相同 解决 程度 ， 应 该 指出 ， 本 工作 比较 困难 部 分 
是 关于 乘积 空间 的 一 些 讨论 。 本 文 是 [6 的 继续 ，C6] 中 约定 继续 有 效 ;特别 地 ,《 半 , )， 
CY , 81) 等 将 表示 不 分 明 拓 扑 空间 。 在 不 混淆 时 ,不 分 明 集 、 不 分 明 点 等 等 常常 运 称 作 集 、 
点 等 等 ， 而 对 应 的 分 明 集 、 分 明 点 等 等 一 般 要 冠 以 “分 明 ” 一 词 以 强调 。 


1 . 不 分 明 连 续 性 


ELLIN Bf: XOY HEA HY 上 不 分 明 集 B, 其 原 象 [CODE X E2858, 
»20. 


定义 作 /[7(G) (=B flx), (Ox€Z0, MZ ERA SEA, 其 象 f(4) 是 VY 上 不 
分 明 集 ， 定 义 作 


[sup { 4(x)1xEX 且 fx)=>}》， 当 广 "(?) 非 空 ， 
FA) = d 
t o ， 当 广 !(y) 为 空 。 


引 理 1"1 设 f. 和 ?7 为 函数 ，4、B 分 别 是 Z 与 了 上 的 不 分 明 集 ， 下 列 请 性 质 成 立 ， 

D fF f002A43EB. f [UO = 4 当 且 仅 当 对 每 个 7 中 分 明 点 y， 当 广 !(y) 非 空 
时 ，4 在 广 "(y) 的 诸 点 上 取 常 值 ， 特 别 地 ， 当 f 为 单一 对 应 时 ， 有 ÉL /0084. 

(2) ff (G)CB3ER f f£ (B)=B ERÄ f/(X)Dsup pB; 特别 地 ， 当 7 为 在 上 
对 应 时 ， 有 ff B) =B. 

(3) 对 X 上 不 分 明 点 xs fD Y 上 不 分 明 点 且 f (x) = (f(x))4。 

(4) X fCOCBB, di AC I7 (OD. 

(5) diii Ala E7) 为 全 上 不 分 明 集 ， 有 

f (UY.4.) = U.f (A9. 

这 个 引 理 验证 是 直接 的 ， 留 给 读者 。 

定义 1.2 HER fi (和 ,9 ) -> CY 8D) 称 为 不 分 明 连 续 的 ， 若 对 每 个 BE 和 ， 
F'O)€8g,. XË fi XY 为 在 上 的 一 一 对 应 且 f 与 [7 都 是 相应 的 不 分 明 连 续 映射 ， 
BALA COLS) 与 (了 ,和 ) NERA. 

定理 1"1 RER fı (2,9 ) > (了 了，,& ) ， 则 下 列 条 件 两 两 等 价 ， 

O) f 是 不 分 明 连 续 的 。 

(2); 每 个 ( 炙 拓 扑 下 ) 闭 集 的 原 象 是 ( 了 拓扑 下 ) 闭 集 。 

(3) 存在 义 拓 和 外 某 子 基 9g ，9 中 每 个 集 的 原 象 是 开 集 。 

(4) 对 六 上 每 个 不 分 明 点 e 及 了 中 不 分 明 点 f(e) 的 每 个 邻 域 广 , 有 。 的 邻 域 0 使 (UD) 
cv, 

(5) XEX EA&ACR ZR AL e 及 Y 中 不 分 明 点 [CO 的 每 个 重 域 扩 ， 有 e 的 重 城 这 使 
tcr, 

(6) 对 天 上 每 个 不 分 明 网 S = {S,，n E€ D), 若 S 收 敛 于 点 e, 则 fos= {f(S.),nED 为 
世上 不 分 明 网 且 收敛 于 点 f(e)。 


D 对 不 上 任 一 不 分 明 集 4， 有 CA)C TOD. 


证 : 〈1) 与 (2) 等 价 性 是 显然 的 (参看 [1] ) ， 其 他 等 价 性 如 (1)**(3)，(1)**(4) 及 (6) 玉 
(7) 了 (8) ->(1) 等 均 可 仿效 分 明 拓 扑 学 中 热 知 方法 进行 。 
因此 只 需 证 明 这 里 给 出 的 由 重 域 描写 的 连续 性 的 新 刻 划 , 即 证 (1)->(5)->(6)。 关 于 (1)-> 


(5)。 设 e =x fG0 = y， 则 f(e) = y,。 由 重 域 定义 ， 有 f(e) 的 开 重 域 PC V, V (y) 


+ 和 > 1。 记 f^ =U, UG) eA 2 VG) & Ko1, BXEARUSSe 重 域 , 且 f(D) = ff^! 
“本 文英 文稿 全 文 发 表 在 美 刊 ],Math。Anal, Appl，77(1980)，20 一 37。 
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GC (3IB-10 。 关 于 (5)->(6)。 当 网 S 是 经 重 于 4 时 ， 易 见 foS 最 终 重 于 集 OD. 
由 (5) 及 网 收敛 定义 ([6] 定 义 11.4 ) 即 得 (6)。 

定理 1.2 设 4 为 (X,9 ) HEME, BR AX, DY, DREK, WA f(4) 为 
(O upt. 

AES 设 1(4) 不 连通 ， 由 [6 ] 引 理 10.1， 在 (Y ,&) 的 子 空间 (f(4))。 Suppi tA) ) 
上 ， 有 非 中 的 相对 闭 集 C 与 万 使 (CUD 二 (04)，CnD= 9. 记 了 在 4 上 限制 为 9: A9Y 
9 自然 也 是 连续 的 。 于 是 因 C 与 D 都 是 ( (4))。 上 相对 闭 集 ，g-'(C) 与 9-!(D) 必 是 子 空 
间 4 中 不 相交 的 相对 闭 集 ， 它 们 显然 非 空 耳 g9-:(C)U9-:(D)=g CUDD GC) 
二 4， 即 4 也 是 不 连通 的 ， 矛 盾 于 题 设 。 

定理 1.3 ” 设 4，B 为 成,7 ) 中 不 分 明 集 且 和 X= AUB，4~B 与 B~A 为 一 隔离 或 隔 
So NRS 为 定义 于 Z 上 的 函数 ，f 在 子 空间 4。 与 B。 上 的 限制 分 别 是 连续 的 , 则 f 在 Z 上 连续 。 

证 ， 关 于 A~B 及 中 一 隔离 等 定义 见 [ 6 ] $ 9， 本 定理 由 [ 6 ] 定理 9.3 即 可 直接 得 到 。 

定义 1.3 不 分 明 点 族 Q = Ce HE CX T) PAR, ET 中 每 个 非 中 的 开 集 必 包 含有 
Qh QE CZT ) 中 Q 一 稠 集 ， 若 了 中 每 个 非 中 的 开 集 必 与 Q 中 某 点 相 重 。 

“ 害 易 举例 说 明确 集 与 一 笛 集 在 概念 上 不 征 此 复活 。 


引 理 1.8 dE CX ,9 ) 中 ， 不 分 明 点 族 Q 为 Q 一 稻 集 的 充 要 条 件 是 CUQ = X. 


证 ， 必 要 性 是 显然 的 ， 因 此 时 Z 上 每 个 不 分 明 点 显然 都 是 UQ 的 附着 点 ,从 而 属于 US 。 
今 证 充分 性 ， 任 取 开 集 4 半 中 ， 取 xE supp A, i17 40020,n21-3/220, HF A(x) 
= 入 >1-h，4 为 点 x, 的 开 重 域 ， 于 是 由 x, EX -UO, AG5S UQ 重 于 某 点 y, AY) + 
(CQ)(y)> 1。 由 上 确 界 性 质 ， 有 Q 中 某 点 e， 使 4(y)+e(y)>> 1, Be TA, 

CERIA 设 /,9: (X,Y > (VGU) WEER, HOY 8) 088 2 BET. 空间 
〈[6] 定 义 6.4 ) ， 记 不 分 明 点 族 Q= { elf(e)= g(e) ) ， 则 UQ 为 了 中 闭 集 , 从 而 若 Q 为 X 中 
QAR, rf 9. 

AES EEX, f) = gGO) BBU5 f/G07gG0, TRA d- y, $Q, Wo 
f(y) 半 gCy)， 从 而 1(y) ,与 9(y), 有 各 自 的 开征 域 U SV EUN - 中 。 由 定理 1"1 的 (5)， 
在 Z 中 有 d 的 开 重 域 WWV 使 1W)C U，g(W)CV。 由 UNV=@， 易 见 WN(UQ)= 中 ; 从 
而 所 与 U Q 不 相 重 ， 即 d 不 是 UQ 的 聚 点 。 由 [ 6 ] 定理 5.1 的 系 ，U 为 闭 集 。 至 于 定理 
后 半 ， 由 引 理 1.2 有 X = UO- UQ。 所 以 对 任 一 分 明 点 xEX， 有 某 e= x EQ 的 即 1(e) = 
y(e)y A fGo)-»G0, 故 了 =g。 


'2. 乘积 空间 


CXEX20, UP, XST.) 都 是 不 分 明 拓扑 空间 (aET ) ， 记 诸 分 明 集 Z. WER 
8UBX-X(X.la €T ) ,P.. 式 ->X。 为 相应 投射 ，X 上 以 下 列 不 分 明 集 族 D 为 基 的 拓扑 T 
HERRHIN BO CX ) WERC. T.) 的 乘积 空间 


$= IN {P20)} | 
p» 
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这 里 下 可 为 1 的 任意 有 限 子 集 ,U. 可 为 了. 中 任意 开 集 。 
以 后 常 称 CX T.) 为 乘积 空间 的 坐标 空间 , Z 中 分 明 点 x 常 记 作 { xe) 形式 ， 其 中 x。 
为 2. 上 分 明 点 ， 称 作 x 在 允 . 中 坐标 ， 方 才 所 定义 的 基 郧 称 作 乘积 拓扑 的 定义 基 。 


38231 BU- N, {Pat(U.)} 为 乘积 拓扑 定义 基 中 一 个 集 , 那 么 当 B 条 已 时 ，be(U) 
REZ EREA 的 不 分 明 集 ， 这 里 


hsmin [sup (U.xeolx € X.) |o 
er 


HSBEF, iBF.- F-(Bh, WA pU) -U,( A, XE AREX, 上 取 常 值 x 的 不 分 明 
集 : 


u= min [sup (U.2 lx. € X.) | 
XX22 若 多 上 取 常 值 的 任 一 不 分 明 集 都 属于 J， 则 称 ( 六, ) 为 满 层 空间 。 
定义 2.3 ” 设 诸 分 明 集 X。( aE1 ) HERRY X, Kit x (x) 为 六 上 分 明 点 及 B CT, 
那么 所 谓 过 点 x5 X, 平行 的 截面 X EX MITTAT 
X= {y= {ye} a 时, yox.) 


在 分 明 拓扑 中 ， 季 积 空间 的 子 空间 廊 , 与 X, 是 很 自然 地 看 作 同 胚 的 ,但 在 不 分 明 拓扑 学 
中 ， 一 般 却 不 真 。 也 正 因此 ， 要 从 乘积 空间 具有 性 质 9 推断 出 坐标 空间 ( 光 v, 9 a) 也 具有 
ERT 时 ， 要 比较 小 心 。 


定理 2?.1 BRR CX 5 ) 的 子 空间 全，( 定义 见 前 ) 上 相对 拓扑 为 5 ，， 则 有 一 一 
在 上 连续 函数 p， Xo X0, HAA (X2, 22 为 满 层 空间 时 ， 申 是 同 胚 映射 

证 ; 对 冤 , 中 任 一 分 明 点 y= { y。} ， 令 p(y) = yn， 易 见 是 一 一 在 上 对 应 , 且 由 乘积 
拓扑 定义 ， 中 是 连续 的 。 假 车 ( 闵 ,F ，) 是 满 层 空间 ， 则 p-!' 也 是 连续 的 ,事实 上 由 于 六 ,是 


MASP: (UD) NX 型 的 集 ( aEI，U 为 9. 中 开 集 ) 全 体 为 子 基 的 。 由 定理 1.1 的 (3)， 
要 证 o7! 的 连续 性 (注意 (q')-!= ), 只 要 证 (4) 为 了, 中 开 集 即 可 。 BA P (4 = pop! 
(UJ. SiaseB 时 ， 由 引 理 2.1，q(4) 是 在 六 ,上 取 常 值 的 不 分 明 集 。 由 满 层 空间 定义 ， 
PODET Sh a-Blit, B oOD-UES e 

ES HLEGEXDERURGA, MERMERE CX T) 的 子 空间 ( 究 ,, 字 ，) 直接 地 看 作 
XX。 上 的 不 分 明 拓扑 空间 ， 其 拓扑 是 由 Tad EXCPAEX o 上 取 常 值 的 不 分 明 集 后 形成 的 〔 自 
然 比 ,更 细 )。 

定理 2.2 设 (X,F)=X{(X.,5.)laEl1}， 则 

(1) 乘积 拓扑 是 使 每 个 投射 pa. XO X OE RORE h 

D 5 OXG,9 ，) 为 满 层 空间 时 ， 相 应 投射 ps 是 开 映射 。 

WE: (D 是 显然 的 或 见 [ 3 ] 定理 3.1。(2) 由 引 理 1.1 的 (5)， 只 需 对 乘积 拓扑 定义 林 
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中 开 集 U = Ru Di QU UB ps(U) 为 开 集 即 可 ,而 这 从 引 理 2.1 即 得 。 


下 面 定理 见于 [ 3 ] ， 为 完整 计 ， 录 之 如 次 : 

334.3107. 设 f (Y, 2 (X,70, XB QY,g0 =X{(X.,F.) } ARER 
i, WA f 为 连续 当 且 仅 当 每 个 pef 为 连续 。 

定理 2.4 乘积 空间 OX, 7 ) 中 不 分 明 网 S= (S.,n € D } 收敛 于 不 分 明 点 e 当 且 仅 
当 对 每 个 投射 ps XX X. ER AIRE p.-S= { p.(S,),nE€D } 收 化 于 X, 上 不 分 
Bj pe COO c 

证 明 可 应 用 以 上 结果 参照 [5 ] 章 下 定理 4 的 证 明 进 行 。 

定理 2.5 (D RBR (X, T.) Ca D) 中 至 少 有 一 个 是 准 T。 空 间 ， 则 先 积 空间 
CZ,g ) 为 准 Te。 

(2) 2148/4 CX«, 8 。 ) ÆT (RT ) 空间 时 ， 
乘积 空间 CX, 7 ) 为 T。( AET, ) 空间 。 

(D CXT) 为 ,空间 的 充 要 条 件 是 每 个 坐标 空间 CZ. .了 ) 为 T， 空间 。 

dE. (D 由 [6 ] 定 理 6.1 即 明 。(2) 当 诸 坐标 空间 为 Te 空间 时 ， 由 [ 6 ] 定理 6,2 及 
本 定理 的 (1)，( 半 ,9 ) 为 T。 空 间 。 当 诸 坐 标 空间 为 T, 空 间 时 ， 注 意 当 F. 29S. s nis 
po (FOdES RAR, TERZ BAXT) ARATRI AUS HUI, MR 积 空 间 为 
TSi. (3) 充分 性 是 显然 的 ， 今 证 必要 性 。 任 取 一 坐标 空间 CX, 7,0) Re td aX, 
上 不 分 明 点 ， 它 们 的 承 点 分 别 为 x 5 Ys xe yo. Nik e t d 在 自已 承 点 上 分 别 取 值 为 
入 与 k。 对 I 中 每 个 异 于 和 的 指标 a， 取 定 一 分 明 点 x.ey。E€ 闫 6。 这 样 得 到 久 上 两 个 分 明 点 


x = {x 小 及 y= {ys}。 因 x 夺 y, 对 六 上 不 分 明 点 x 与 》,, 有 各 自 的 重 域 U 与 使 U 人 这 = 中 。 
由 上 确 界 性 质 及 乘积 拓扑 定义 ， 有 定义 基 中 开 集 六 = au Pr (UCU EAÕ) + 和 > 1 以 及 


F= (Po «ocv BP o) «i» 1. RUE BF, Bl x y Duk X, 中 坐标 有 所 不 同 ， 


BRÜUG) -UGo» 0 ， 另 一 方面 已 知 光 (>)> 0 AUD Po, 3x SUV = 中 矛盾 ， 
亦 即 BEF， 类 似 地 有 BEE, H#RRWU, NVs BECEX EIRA zs 处 取 非 零 值 ， 那 么 
对 a 失 B， 令 z。= x。， 给 出 X 中 分 明 点 z= izho BAP UDNAP V 01€ z 处 取 非 零 
值 。 此 外 ， 

D, 560) (z)= i p^ (2602 Ü G0», 


D 202 (= fec moco2/ o0, 


: E 


于 是 即 知 六 n V z AGES. xU Y = O38, MAUN - 中 。 现 在 又 由 
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UG) = pj! (UO) GO ZU G0 1- BU A e OFER, FEE V 29 d 的 开 重 域 ， 也 
REN e5 d 有 各 自 的 重 域 互 不 相交 ， 这 证 明 X7) 为 空间。 
当 乘积 空间 有 准 T，T。，T, 等 分 离 性 时 ,其 坐标 空间 未 必 有 相应 的 性 质 。 例 如 取 尤 ; = 


和 =fzh F119}U {nla 1h 7510} Utal LASI 由 [6 的 


定理 6"1 (Xi) 8CX, 9 ) 都 不 是 准 T。( 从 而 也 不 是 Ts。，T: ) 空间 ， 但 它们 的 
乘积 空间 却 显 然 是 人 + 空间 。 不 过 ， 这 些 分 离 性 显然 都 是 有 遗传 性 ， 所 以 由 定理 2.1 HD 知 ， 
当 其 中 某 坐标 空间 是 满 层 空间 时 ， 它 也 必 有 与 乘积 空间 相同 的 分 离 性 ， 


3 .Ci 空间 的 可 乘 性 


定义 3"1 若 (X,9 ) 仅 以 在 X 上 取 常 值 的 若干 不 分 明 集 为 开 集 ， 则 称 它 为 REZA 
特别 地 若 空间 仅 以 中 与 为 开 集 ， 这 种 粘 层 空 间 称 作 粘 块 空间 。 

在 不 分 明 拓扑 学 中 ， 粘 层 空间 起 的 作用 与 分 明 拓 扑 学 中 平凡 拓扑 空间 ( 亦 即 粘 块 空间 ) 
作用 相仿 。 

3183.1 设 KK 为 不 可 数 指标 集 ， 对 每 个 aEK 对 应 一 正 实数 5.， 那 么 存在 8>0 及 区 间 


T= C58, b) 使 集 (aC KIb CX) 为 不 可 数 。 


证 ， 因 诺 8.>0， 显 然 有 正 整数 合集 M= Caes. ecl, D) 为 不 可 数 ,现在 


AAR (dla EM} 为 可 数 情形 ( 注意 对 不 同 的 a，8。 可 以 相同 ) 与 不 可 数 情形 ， 不 难得 知 
都 存在 有 实数 入 >0， 使 包含 和 的 任意 开 区 间 Q， 集 合 (a€K[5.€Q) 总 是 不 可 数 的 。 今 取 


ò= is 那么 3<X， 区 间 (号 8，8 ) 即 为 所 求 。 
引 理 3.2， 设 有 为 不 可 数 集 。 对 每 个 acEK， (XoF. ) 是 非 粘 层 空间 , 则 存在 不 可 数 子 
RUCKIJHEBIA Cops 2o, 这 里 8>0，0<p<1， 使 对 每 个 a EJ]，X。 上 有 分 明 点 


TRIMAT. HFRU. WEU. 32 CU. G) - PRU. EA。 


E AEA CX 8. 不 是 粘 层 空间 ， 有 .中 开 集 U. 在 上 不 取 常 值 ， 从 而 
8.=sup{ IU.(x!) -U(x*)|x!,x* € X.) 大 于 零 。 由 引 理 3,1， 有 8>0 及 开 区 
MĀ = ($5, 5) 1,7 {aEK|8.E 飞 ) 为 不 可 数 。 对 aEJ, 因 U. 在 X. 上 振幅 8.€ X, 


5a, TAX. EDRURUS JUR. GOCU. GO - 各 吻 一 方面 ， 由 实 直 线 的 后 知 


性 质 ,不 难看 出 有 某 长 度 为 8/6 的 开 区 间 A=(p，p+8/6) 使 J= (a €, IU. GEA) 是 


不 可 数 集 ， 且 因 诸 U.(%,)>8/2， 所 以 可 设 PE (0,1)， 引 理 证 毕 。 
下 面 关于 C1 空间 可 乘 的 充 要 条 件 是 [3] 的 定理 3.3 及 3.2 的 加 强 。 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 


定理 3.1 ROXS$0 aED 为 CI 空间 (XT 为 它们 的 乘积 空间 ,那么 X 7) 
为 Ci 空间 的 充 要 条 件 是 除 可 数 个 外 ， 所 有 CX.) 是 粘 层 空间 。 

AES ERE. Up = DO OT) 的 可 数 基 ， 如 果 题 示 不 真 ， 可 取 不 可 数 集 IC, 
pe (0,1)，8>0 及 对 每 个 a€]， 取 了 .的 开 集 U .与 XY。 上 分 明 点 x.，y. 如 引 理 3.2 所 给 。 现 
在 对 每 个 aEJ， 可 对 应 匈 中 一 集合 B. 如 次 ， 先 取 X 上 一 分 明 点 y= {yh 这 里 y= xe 
yi73» CS BC1 H Bea R), Riy, CH r2 HO TERRE, MO 是 可 数 基 ， 故 对 
开 集 p. (U), TREB. € BBC p (UO B. BO) p (020 -U.G - 


È, RMD a BASRERLIE— — R0, 3X LAAN BEL BSa ERRU. (2 SU GEO 
同属 于 开 区 间 A( 参见 引 理 3.2 ) ， 而 其 差 的 绝对 值 小 于 8/6， 有 

ba (Ba) GOPB.OY2U. () - 5/62U (35) -8/3, 另 一 方面 由 引 理 3,2,U O») 
<U, (Xx) -8/2, 有 

PB Gi pG (0G) Us ODU Z- 5/2, 人 而 pB ODK 


pr(B.) OO WB =B. SUE ARCET, DETH, JR. EDS AMERS 
明 拓 扑 学 中 证 明 是 思路 一 致 的 。 由 [3] 定理 3.2， 我 们 只 需 证 明 下 述 两 条 引 悍 就 够 了 。 

引 理 3,3。 对 上 J, 若 (X,9。) 都 是 粘 层 空间 , WRAZ X, 7) 2X (OC 721 
acl) 也 是 粘 层 空间 。 

5133.4 任 一 粘 层 空 间 是 Cu 空间 。 

WDHJRHUE (X9 ) 中 具有 子 基 9， 儿 中 每 个 不 分 明 集 在 关上 总 取 常 值 从 , 而 8 中 任 一 
开 集 在 六 上 总 取 常 值 。 后 者 由 实 直线 上 区 间 C 0,1 ] 中 下 列 简单 性 质 即 可 给 出 ,对 于 该 区 间 中 
任 一 实数 集 (A) =Q， 必 可 取出 一 可 数 子 集 C 使 对 每 个 .EQ， 有 序列 和 .EQ, 满足 
入 ,< 入。 且 在 直线 通常 拓扑 下 收 化 于 leo 


4. Q 一 C1 空间 与 C1 空间 的 乘积 空间 


在 [4] 中 (定理 6。1 与 定理 6.2 ) 给 出 那里 定义 的 C, 空 间 乘积 问题 的 部 分 结果 。 但 是 ， 
那里 定义 的 C1 空间 并 不 以 分 明 拓扑 学 中 C, 空 间 为 特 款 ， 而 且 所 得 结果 并 非 充 要 条 件 。 本 文 
中 C1 空间 以 及 Q - Ci 空间 皆 以 分 明 拓扑 学 中 Cl 空间 为 特 款 ( 参看 [6] $ 3 ) ,对 于 Q - Ci 空 
间 ，、 我 们 给 出 可 膝 的 充 要 条 件 ， 对 C1 空间 给 出 可 先 的 必要 条 件 并 构造 反例 说 明 两 个 C, 空间 
的 乘积 未 必 是 C1 的 。 

定理 4.1。 CX, 7 ) 是 诸 Q - Cr 空间 (或 Ci 空间 ) Xes a) Ca € 1) 的 乘积 空间 ， 
TiO, ) 是 Q - C, 空间 (或 Ci 空间 ) ， 则 坐标 空间 中 除 可 数 个 外 都 必 是 粘 层 空间 。 

E. C63 的 命题 3.1 断言 每 个 Ci 空间 都 是 Q - C, 空间 ,所 以 仅 需 就 诸 《 义 .,9 了 .) 及 ( 久 ， 
了 ) 都 是 Q -Ci 空间 情形 加 以 证 明 。 若 定理 不 真 ， 有 不 可 数 指标 集 KCI, 使 每 个 aEK， 
XoF.) 不 是 粘 层 空间 。 如 引 理 3.2 所 示 , 有 不 可 数 指标 集 JCK， 正 实数 0, ò 以 及 对 每 


个 EJ， 用 .中 开 集 U. 与 X。 上 分 明 点 x-， 少 -满足 引 理 3.2 要 求 。 现 在 对 aE, G x= xa 
nee 


3X a€1-1,4 x。 为 六 .中 一 取 定 的 分 明 点 ， 得 到 XX 上 分 明 点 x= {x.} ,又 取 A=1-pE(0,1)。 
设 不 分 明 点 e = xi 在 中 可 数 开 重 域 基 为 B.《 n= 1 , 2 ,… ) 即 B.(x) >1- 入 =p。 因 乘 积 拓 
扑 是 由 其 定义 基 给 出 的 ， 由 上 确 界 性 质 , 不 护 设 x HERAB, 是 定义 基 中 成 员 , 即 B,= N 


P. 1(U.,m)， 这 里 下 .为 1 的 有 限 子 集 ，U.,. 为 .中 开 集 。 因 ] 是 不 可 数 的 ,可取 菜 
BEJ- {UF,} 记 U= pr QU), 由 引 理 3.2, UGO SU €A, MUS p 
=1~ 和 ， 所 以 U 是 点 x. 的 开 重 域 ， 从 而 有 某 B.CU。 但 是 由 于 BF., 由 引 理 2.1, ps(B.) 


EX, ERHI p EE = pa(B.) (0028. G021- 3 = p, AT 


m GG» p» pi - È »U,GD -È >U, Gn» pXU) Go, pO FRA 


于 ps (U)， 从 而 B.7RR& TU, Tf. 

定理 4.2 设 (X.,9.) CaCl) REQ- CI 空间 且 其 中 除 可 数 个 外 都 是 粘 层 空间 , 则 
乘积 空间 (X ,9 ) 为 Q - Ci 空间 。 

证 :由 [6] 命题 3.2 及 本 文 引 理 9,3 与 3.1， 易 见 本 定理 可 归结 为 其 中 指标 了 为 可 数 集 
情形 。 任 取 关 上 不 分 明 点 x ,这 里 x EX. EAE Ges dX. 上 不 分 明 点 (x。); 的 可 数 开 重 


域 基 为 U,,n (n= 1 ,2 ,…)， 那 么 可 数 开 集 族 
D= (p^ (Us mla€l, n= 1,2,} 


中 有 限 个 集 的 交 的 全 体 , 记 作 兄 ,形成 点 x: 的 可 数 重 域 基 , 事 实 上 由 U.,n 为 点 (x.): 在 (XX.,9,) 
中 开 重 域 ， 易 见 雪 中 每 个 集 ， 从 而 另 中 每 个 集 都 是 点 n 开 重 域 。 现 任 取 x 一 开 重 城 V, h 
乘积 拓扑 的 定义 ， 可 以 不 妨 设 信 为 定义 基 的 一 个 成 员 ， V= Ru po (0/2, 这 里 F 为 1 的 有 
限 子 集 ， 信 .为 了 .中 开 集 ， 显 然 对 aEF， 有 V(x。) pO 2G02VG)21-A, BV. 
点 (x。): 的 开 重 咸 ， 于 是 有 (x。); 的 开 重 域 U。,n。CCV,, 令 WW = Q, P Uen) ,那么 wcv 
HW cs. ui T S ud x 的 可 数 重 域 基 。 

下 面 通过 构造 反例 ， 建 立 

定理 4.3 存在 C, 空 间 (X9，) 与 (X:,9: ) ， 其 乘积 空间 不 是 C, 的 。 

先 陈 述 由 乘积 拓扑 定义 即 可 直接 给 出 的 

引 理 4.1 1 (X, 9,0 UB 为 拓扑 基 (i=12) 及 (X, 307 QC Z0X (Xis 2)» 
又 设 刀 是 X 上 一 不 分 明 点 e 的 开 邻 域 ， 那 么 有 多 中 开 集 


B=U Co^ GOD p^ 42). 


REPAR, o. 5/2318 59g. hk, WBB DUE 。 的 开 邻 域 
B1. OO CX,, 7,0 的 构成 。 取 X ,为 实 直线 上 区 间 L0,1 ] ,其 中 零点 标记 作 x 。 对 正 
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AO Oum) Oben ) ， 令 9., 为 在 区 间 [ o... ] 上 取 值 1 -i eRe 


取 值 为 零 的 不 分 明 集 ， 又 记 不 分 明 点 处， ipe. 易 见 当 n >n, m= min (mism: ) 


时 ,有 gs os 9. os = 9. oes fis Nha, =h UEI. 9a, Nha, =h 这 里 1= minm, n2. 


所 以 诸 gn Kh Ko, X HUE — T HBINE, 记 作 号 EMIRE o BAX T) 
是 C1 空间 与 C1 空间 。 基 图 ,中 非 中 的 可 数 个 集 标 作 g1,g:，93。…。 
(D (X7) HR WX=X,, RX: RPAH yo HA AEn $ f. HEKA 


[o L ] 上 到 值 为 1 ， 在 其 祭 取 值 为 堆 的 不 分 明 集 。 易 见 庄 ,及 中 ARX. 上 一 个 不 分 明 
Hih, BET: BAXT: ) 是 C1 空间 与 C1 空间 。 
€) (XS 7) = OG X KaTa) «APEX ENa x y 为 承 点 取 值 为 1 的 (不 ) 


分 明 点 e， 我 在 将 证 明 在 点 e 处 ， 不 满足 第 一 可 数 公 理 。 如 若 不 然 ， 设 B. Cn=1l， 2，…) 
是 e 的 可 数 开 邻 城 基 。 由 引 悍 4.1， 可 设 


B= Ü, (potios Np deer ) CORB QD iG DRE 


gi os 与 /os 分 别 是 基 员 而 拓扑 9 :中 非 中 集 。 对 任 一 8.， 因 B. Cxx y) = 1， 从 而 上 


述 D, 表示 式 (。) 中 ,有 某 项 pi Gi ere p oe E xx WAKE 17, Ls 


M gs eis G0 > 1 -rhe MERR AARE S.) Som iD. 


A= D, p on» d 


从 h(x) = 1- lie BRAH e WIBRA) 1 ) 。 同 时 任 取 定 一 8.。 可 对 


应 X: 中 区 间 ( 1, Ls ) 内 一 分 明 点 ， 记 作 y》. 我 们 有 


5? $.- T1 
BAXX YDS Cp (i asin) ) Fl pi 1 Go arin) ) x y) Smin (ga usio 00, 
fa) 2g ens O>- 


$ 
另 一 方面 ， 因 mm>n 时 ， 显 然 fs.(y.)= 0, 有 
AGxyJo sup (min Ch. GO, fs O20 ) 


& sp 00) 21-1 


melpigmya n 


FE B axy DDA x y.)，B. 不 包含 于 4 中 ， 从 而 与 诸 B. 形成 e 的 邻 域 基 很 定 蔬 盾 。 
这 个 例子 中 空间 (XX,F) 是 C1 空间 (定理 3.1), 所 以 本 例 又 提供 了 一 个 CI( 从 而 Q - C12 
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但 不 是 C1 空间 的 例子 ( 从 前 这 方面 例子 是 通过 所 谓 诱 出 拓扑 给 出 的 ,参看 [6] 定理 3.1 ) 。 


5. 乘积 空间 的 可 分 性 与 连通 性 


定义 5.1 ”具有 可 数 个 不 分 明 点 组 成 的 秽 集 (或 Q 一 再 集 ) 的 (六 ,了 ) 称 作 可 分 的 〈 相应 
地 Q 一 可 分 的 ) 。 

虽然 如 本 文 $ 1 已 指出 的 ， 笛 集 与 Q 一 稠 集 在 概念 上 不 存在 董 话 关系 ， 但 却 有 

命题 5.1 (XS) 为 可 分 的 充 要 条 件 是 Q 一 可 分 的 。 

证 ， 设 不 分 明 点 族 Q = {e.} 是 可 数 稠 集 ， 记 supp e.= x.， 在 x. 处 取 值 为 1 的 (不 ) 分 明 


点 记 作 2"， 那 么 易 见 全 = { 2} 是 可 数 Q 一 衬 集 。 反 过 来 ， 设 可 数 点 族 Q = {e.} 为 Q— RR. 
记 supp e,= x, iix, LRL (m=1，2，… ) 的 不 分 明 点 为 6.，。 那么 不 难看 出 可 数 


MURS (eus imme 1, 2, 7 ) TRAR, 

以 后 可 分 空间 与 Q 一 可 分 空间 统称 作 可 分 空间 。 

定理 5.1 设 每 个 坐标 空间 CX. 7.) 为 可 分 空间 (auEI ) 且 指 标 集 WH, MWR 
积 空间 CX, 9 ) 是 可 分 的 。 

证 ， 因 7 的 势 <2”*， 可 设 7 了 为 实 直线 上 一 子 集 ， 从 而 了 中 两 个 指标 间 可 建立 序 关系 。 
又 记 QC» 7.) 中 可 数 稠 集 为 { exj 开 = 1，2，… } ， 这 里 exk 是 X。 上 不 分 明 点 ， 它 在 承 序 点 
x&EX。 上 取 值 MK。 现 在 考察 指标 集 

J= {t= (rro-iipeisA il) } 

其 中 诸 lo 为 自然 数 ， 诸 r， 为 有 理 数 满足 r,<rs<…<r,-:(n>2)，! 为 区 间 (0,1] 中 有 理 
数 。 显 然 是 可 数 的 。 对 + EJ， 可 得 六 中 分 明 点 x" 及 在 x" 上 取 值 的 不 分 明 点 "如 次 ; 
对 1 中 指标 d， 令 


xat 当 o«v, 
E 当 ya- Ka. (2<m<n-1) 
E ER 


《这 里 xg 是 不 分 明 点 eg 的 承 点 。 已 定义 于 上 ) 。 我 们 说 e" 全体 即 组 成 ( X，9 ) 中 可 数 稠 


集 。 事 实 上 ， 任 取 X 上 非 空 开 集 U = N poU), REF {aaa} 为 了 的 有 限 
子 集 且 不 妨 设 aLa Cas C Ea EU RIEA oT O 中 开 集 。 我 们 可 取 n-1 有 理 数 
ry cora lE a Eri LaaLa Ere Eas 在 (Xa., F an) RKM ) 
HRU BRK. We CU a.， 于 是 取 正 有 理 数 1 使 1<min (Imo 12,2) ,得 到 指 


标 集 HER v0 Crorienresa kiskal ) o ARIES MAM) He" € pas 
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(DC, U an), Ai e EU ,注意 到 方才 所 给 的 那 入 型 式 的 开 集 U 组 或 乘积 拓扑 的 定 
义 基 ， 这 就 证 明了 (et) 全 体 确 是 (XX, ) LURRR, D(X, 00 是 可 分 的 。 

定理 5.2 IARR i” XT.) a € T) HRAS CX, ) 是 可 分 的 ， 又 设 
每 个 ( XX,, 7.) 中 存在 彼此 不 相交 的 非 空 集 U. 与 7 RIA XT.) 为 可 分 的 ， 且 集 [的 
dere. 

证 ， 由 于 可 分 性 在 不 分 明 连 续 映射 下 显然 保持 ， 经 过 投射 pe WRH (X. 77.) 的 可 分 
tE. MERCX, T ) 中 可 数 稠 集 为 Q。 对 每 个 rEI， 可 定义 一 个 对 应 岂 Q101} 如 次 ， 
对 QQ 中 不 分 明 点 e， 设 其 承 点 为 x= {xs}， 定 义 
当 x.€ suppU. 

其 他 


那么 当 a RAN, fe 也 不 同 ， 事 实 上 取 Bsa。 因 开 集 po! (UO p, CA) 显然 非 空 , 故 
含 笛 集 Q 中 某 点 e。 那 么 f.(e) 1, fo( 7 0， 即 fefie BUT Q»0,1) 的 所 有 对 应 的 
势 至 多 为 2x。， 于 是 了 的 势 <2”。。 

命题 5.2 ” 设 在 承载 集 * 上 ， 不 分 明 拓扑 了 : 比 9 , 细 且 是 由 了 ,添加 进 若 干 在 六 上 取 常 什 
的 不 分 明 集 后 生成 的 拓扑 ， 那 么 (X,9 ，) 为 连通 的 当 且 仅 当 ( 半 , 了 ，) 为 连通 的 。 

证 ， 因 了 : 比 7, 细 , 当 ( 龙 ,9，) AEAN, AAC, T, ) 也 是 连通 的 《 参看 [6] $ 10 
的 连通 性 定义 )。 反 过 来 ， 设 ( 关 ,F AER. WE XT O 不 连通 ， 则 有 3 :中 非 空 
闭 集 4 与 B 使 4N B= 中，AU B= 久 , 显 然 4 与 B 是 XX 上 分 张 集 ,从 而 其 补 集 4' 与 8' 也 是 非 空 


的 分 明 集 且 是 和 * 中 开 集 。 按 了 :的 生成 ， :中 开 集 4 = Y (UNC), 这 里 / 为 一 指标 


1 
f«os| o 


集 ,U, 为 7 ,中 开 集 ，C. 为 在 六 上 取 非 零 常 值 的 不 分 明 集 ， 于 是 注意 到 AI E supp AERE 
值 而 C. 却 取 非 零 的 常 值 ， 即 知 U. 必 需 在 supp A EROR (E, ATU = RM U. 也 在 supp A 


上 取 零 值 ， 即 UC 4/， 另 一 方面 由 4 表达 式 ， 有 4'CU， 所 以 4' = U 即 为 ,中 开 集 。 类 似 
可 证 B8' 亦 为 9 ,中 开 集 ， 从 而 4 与 3 是 非 空 的 9 ,中 闭 集 ， 这 与 ( 开 ,9 O) 连通 性 矛盾 。 

定理 5.3 设 (X,9 ) 为 诸 (X.,9。) Ca €) 的 乘积 空间 , RI CX 5 0 为 连通 当 且 仅 
YAAA, F.) 是 连通 的 。 

证 ， 当 (X,9 ) AEAN, BERLE =X., DARAXT.) 为 连通 的 。 
反之 ， 设 每 个 ( X。,9 。) 是 连通 的 。 首 先 由 命题 5.2 及 定理 2,1 之 后 的 注 ， 易 知 过 XX 中 一 点 
x SEX PURE EXER CX 9 ) 的 子 空间 是 连通 的 。 当 然 也 是 (XX,5 ) 中 
连通 集 。 其 次 ， 取 定式 中 一 分 明 点 x {x.}。 考 察 点 x ( 作为 一 个 不 分 明 集 ) 所 属 的 连通 区 
DD。 由 方才 截面 的 连通 性 ， 易 见 若 分 明 点 》 = {y} 与 x 仅 有 一 个 坐标 不 同 ， 则 y 包含 于 过 
ARD, 进而， 若 分 明 点 y s x 仅 有 有 限 个 坐标 不 同时 ， 归 纳 地 可 以 知道 y 也 包含 于 D. 
现在 证 明 万 = X, £N X E291 z 7 {z.}。 又 取 z( 君 作 不 分 明 点 ) HE— AR IRV CHO 
广 (z)> 0 ) ， 由 乘积 拓扑 定义 ， 有 定义 基 中 集 U = Y P.…:(U-)， 这 里 U, 为 了 -中 开 集 ， 忆 
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为 有 限 指标 集 ， 使 UCV 且 U 亦 为 2 的 重 域 ， 即 U2)= minfU-(z)}> 0, WER o € P, 


4 y. x4 对 wEF， 令 包 =zo， AX 上 一 分 明 点 >。 点 》 与 x 仅 有 有 限 个 坐 标 不 同 ， 按 
前 述 ， 点 y 属 于 D, 即 D(y)= 1. 同时 U(y)= min (U.G ) = min (U.G2) 20, 


故 D(y)+ UG» 1, WUSDRIEEA y, JI DI. IRV SIEUS z 的 任 一 重 城 ， 
故 z 为 DD 的 附着 点 即 z2€D， 由 于 2 是 X 的 任 一 分 明 点 ， 故 万 = X。 现 由 [6] 定理 10. 1 ， 
DAT X 是 连通 的 。 


6. 商 空间 


在 [5] 章 下 关于 商 空间 的 定理 8 、9 ,10 已 在 [3]$ 4 中 推广 至 不 分 明 拓 扑 学 。 在 本 节 
内 ， 我 们 将 [5] 章 下 关于 商 空间 的 其 余 两 条 定理 (定理 11 与 12) 也 推广 至 不 分 明 拓扑 学 中 。 

定义 6.1 3 设 ( 夸 ,9 ) 为 不 分 明 拓扑 空间 ，R 是 关上 一 个 等 价 关系 , 义 / 尺 表示 商 集 ， 
pi X ->X/R 表 示 商 映射 ， 那 么 易 见 X/ 及 上 不 分 明 集 族 

u= {BIlp'(B)ET} 

形成 一 个 不 分 明 拓扑 ， 我 们 称 ( X/R, 人 ) 08 0X 9 ) 关于 商 映 射 p ) 的 商 空间 , 义 称 作 商 
拓扑 。 

在 不 混 清 时 ， 商 空间 简单 地 标记 作 X/R。 

定理 6,1 若 商 空间 (X/R , 义 ) 是 区 空间 , 则 相应 等 价 关 系 R 是 乘积 空间 (X,F) XxX, 5) 
中 闭 子 集 。 反 之 ， 若 X 上 等 价 关系 有 是 乘积 空间 (X T 0 x CX, ) WAR, TUX  X/n 的 
商 映 射 又 是 开 映 射 ， 则 商 空间 X/R 是 人 :空间 。 

证 。 记 (X,9 ) x (X,7 ) 为 (Z,9 )。2Z 至 两 个 坐标 空间 的 投射 统一 地 标记 作 
pu 2Q ->X。 假 定 X/R 是 7 空间 。 任 取 Z 上 不 分 明 点 e= Go y). GEH x 55 y 29 X E 9] 


点 ，0< 和 <1)。 若 e 不 属于 R， 我 们 将 证 。 有 某 重 域 与 R 不 相 重 ， 从 而 e 条 瓦 ， 这 也 就 证 明 
TRSCZ,9 ) 中 闭 集 。 由 于 e 不 属于 R， 显 然 p(x) 三 p(y)( p 为 X 辽 X/R 的 映射 ) 。 于 


是 对 X/R 上 不 分 明 点 ( p(x) 458 C O00 4, BITL ARES, HABER RSS VIEU NY 


= 中 。 记 WV= p, G^OUD D pic! o7! G0. B UV JG) EROR, HU D. = 中 ， 
易 反 证 得 知 矿 与 R 不 相交 ， 自 然 也 就 不 相 重 。 定 理 第 一 部 分 证 毕 。 今 取 Z/R E29 Aet 
d,， 这 里 e= p(x) Sd = p(y) 是 X/R 上 相 异 的 分 明 点 。 因 esxd ， 所 以 G3) € R, X ig 
V 2 min( 和 ,kh)>0。 因 R 为 (Z,9 ) RAR, Ay) ERARA RRW SR FARER 


为 (Z,9 ) 中 分 明 集 , 即 知 扩 与 R 不 相交 。 显 然 可 取 5 中 开 集 U 与 上 使 C= p, CD E p 71 (P) 

还 是 (x,y), 的 开 重 域 且 GCW 。 由 G《 (x,y)) +> ARU +V >V, 

从 而 b(U) (pGO) + 入 > 1，p(Y) (p(y) +h> 1 而 p 又 是 开 映 射 ， 故 p(U) 与 p(TV) 分 别 是 
31. 


ex S d, 的 开 重 域 。 同 时 从 本 由 及 = o GU R- 中 。 由 此 不 难 反 证 得 知 P(U) NPI) - 中。 
这 样 就 证 明了 《X/R U) 为 空间。 定理 后 一 部 分 就 获 证 。 

定义 6.2 设 X 为 一 分 明 集 ， 半 上 一 个 分 解 ( de com position) £J& X 上 一 个 分 明 集 
族 (X) ERX ORARE HU X, = X, 7 289 - {X,} 把 X 中 分 明 点 归并 成 诸 X,， 
从 而 也 就 给 出 X 上 分 明 点 之 间 的 一 个 等 价 关系 ， 仍 记 作 乡 ， 相 应 地 商 集 记 作 X/ 乡 。 

定义 6.3 id (X.9 ) 为 不 分 明 拓扑 空间 ， 信 为 * 上 一 分 解 。 若 对 任 一 在 中 等 集 上 取 
常 值 ， 而 在 其 他 处 取 零 值 的 不 分 明 集 D， 以 及 5 中 包含 D 的 任 一 开 集 U， 都 存在 9 中 开 集 广 


JEDCV CU RV fe 8 g^ X , ERROR (A CHIPRX ,不 同 ， 相 应 的 常 值 也 不 同 》。 那 么 称 
95 OX. ) 的 一 个 上 半 连 续 分 解 。 


引 理 6.1 i978 CX, 8 ) 的 上 半 连 续 分 解 ， 不 分 明 集 信 在 多 的 每 个 集 上 皆 取 常 值 。 又 
RUHT HHRH DCU, MAT RFR V EDC V CU RV 在 名 的 每 个 集 上 皆 取 常 值 。 


这 从 定义 6,3 出 发 ， 把 分 分 解 成 车 干 个 DD, 的 并 ( 这 里 每 个 D, 仅 在 多 的 某 集 上 取 常 值 ,在 
其 余 处 为 零 值 ) 即 易 得 到 所 求 的 矿 。 

下 面 引 理 是 自明 的 ， 为 使 引用 特 列 为 

3186.2 设 A4 为 X 上 不 分 明 集 ，p X X/n yit BR t, 354 p^! pCAD 在 等 价 关系 RIS] 
每 个 等 价 类 DEWR sup (AGO Ix € D } ， 从 而 变 使 六 :bp(4)= APSELDUS 4 在 每 个 尺 
的 等 价 类 上 取 常 值 。 

定理 6.2 设 ( Z,9 ) 为 不 分 明 拓 多 空间 ， 多 为 X 上 一 个 分 解 ， 那 么 名 为 上 半 连续 分 解 
的 充 要 条 件 为 商 映射 P:， 半 丫 X/ 多 为 闭 映射 。 

证 ， 充 分 性 ， 设 为 X 上 一 个 分 解 ,不 分 明 集 D 及 中 开 集 U 如 定义 6.3 Bos, Hi DEU 
3i D'OU', pp O' )2p^! p(U'), 但 由 引 理 6.2 及 D' ED 的 每 个 集 上 取 常 值 ， 有 
p p(D')- D', SRV = Cp! p (U'))',， 有 D=(p'p(D'))’'CV, Bip! pU’) 
2U' t VCU, IPJSHIRA, V BAET TOEIC ELIBESURIG 2, V EDNER EROR, 
BD VE Eg X. 6.3 HAR IWERT 979 E3385 VRE: UEEZS COGO 的 上 半 
连续 分 解 。 又 取 了 中 闭 集 4， 要 证 p(4) 为 商 空间 XX/ 多 中 闭 集 ， 即 要 证 p^ p UD 2 C 为 8 中 
HR. LGDA ATi G'CA ， 由 引 理 6.2，G 从 而 G' 在 乡 中 每 个 集 上 取 常 值 ， 又 因 A' 
为 了 中 开 集 ， 由 引 理 6.1， 有 中 开 集 V 使 G'CVCA' 且 VV 在 名 的 每 个 集 上 取 常 值 ， 我 们 说 
G=V', 从 而 也 就 证 明了 G 为 中 闭 集 。 事 实 上 ,由 引 理 6.2,， 有 pp 'p(V')=V', p pG 
=G, XHG'CVC A' ip^! p(G)2p^ ! p(V DDP pL) WGV’ DG, AG - V^ iE 


毕 。 
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不 分 明 拓 扑 学 的 进展 (1) 


四 川 大 学 数学 系 ” 蒲 保 明 


以 现实 世界 中 不 分 明 现象 大 量 存在 这 一 客观 事实 和 在 数学 领域 内 多 值 逻辑 和 集 论 的 一 系 
列 成 就 为 背景 ， 工 ,4。Zadeh 在 1965 年 的 文 [1] 中 首创 了 不 分 明子 集 理论 。 这 不 仅 为 科学 技 
术 领 域 提 供 了 有 力 的 新 的 数学 工具 ， 且 为 开拓 和 发 展 新 的 数学 分 支 一 一 不 分 明 数 学 疯 定 了 基 
础 。 果 然 ，1968 年 C, L, Chang 在 文 C22 里 ， 就 在 不 分 明 集 论 的 基础 上 ， 首 次 提出 了 不 分 明 
拓扑 空间 的 理论 ， 这 就 在 不 分 明 拓扑 学 的 研究 中 ， 迈 开 了 可 识 的 第 一 步 。 

近 十 年 来 参加 不 分 明 拓扑 学 研究 工作 的 人 数 逐 渐 增多 ， 新 成 就 也 不 断 涌现 。 近 年 工作 的 
趋向 ， 主 要 表现 在 把 分 明 拓扑 空间 的 基本 概念 和 基本 定理 ， 尽 可 能 地 推广 和 移植 到 不 分 明 拓 
扑 空间 里 去 ， 要 为 不 分 明 拓 扑 学 商定 一 个 牢固 的 基础 。 这 项 美 基 工作 自然 很 重要 ， 看 来 还 需 
持续 工作 若干 年 。 本 文 的 目的 是 扼要 地 介绍 近 十 年 来 这 项 莫 基 工作 中 出 现 的 一 些 主要 成 果 ， 
但 侧重 在 介绍 我 们 在 C5),56],C11),C12],C32) 等 文中 的 一 些 结果 ， 其 中 大 部 分 文章 尚未 发 
表 。 


§1。 不 分 明 拓扑 空间 


为 着 便于 叙述 ， 先 界定 一 些 概念 : 

不 空 集 光 的 等 集 POO 和 相应 的 特征 函数 族 Ch(X) NRA ZAU, N, CMV, 
As "构成 两 个 同 构 的 Boole 代数 : 《P(X)，U ， 站 ，C》 和 《Ch(X),V， 八 ,，*)， 这 里 的 
Vs, A 的 含义 是 ， 对 于 每 一 个 中 ,中 ， 耻 ECh(X)， 和 每 一 个 xEX 


Ch Vi = max {Cx) sax) | 


Ch Av GO 9 min [$6000 ] , 
$'GO-1-3G0 
依据 分 明 集 论 的 后 一 模型 CHCX) , V As 用 COLD RE {0,1} ，1965 年 ， 文 [1 对 
.33 ， 


分 明 集 论 作 如 下 推广 ， 每 一 个 4E[0,1Dz= CLLAX 一 [0,1} 叫 做 内 的 一 个 不 分 明子 
集 。 对 于 任意 二 个 不 分 明子 集 4，B， 我 们 界定 

4 = BG 之 对 于 每 一 个 xEX,4(x)=B(x)， 

ACB HFA EX, ALB), 

对 于 每 一 个 xEX， 


CAUB) GO = max | A,B) | , 


CAD BD G2 = mis | AG ,BGO |, 
A' (0) 217 AQ), 
由 于 50,1) 是 一 个 完全 格 ， 对 于 {A4,};eiCC0,1)*,， RE m FEN: 对 于 每 一 个 xEX 
CYA D GO = sup ALGO C040 G0 7 inf A GO. 
于 是 数学 系统 《C0,1)*,U ,有 ,三 》 显然 是 一 个 完全 地 分 配 格 ， 但 不 是 一 个 Boole 代 数 ， 因 为 
ANA 不 必 是 由 ，4U A! 不 必 是 x 
1967 年 ， 文 C3) 用 某 种 类 型 的 格 ， 或 更 一 般 的 偏 序 集 工 代替 [0,1] ， 将 不 分 明 集 的 概 
念 作 了 进一步 的 推广 ， 每 一 个 AEL* 叫做 上 一 一 不 分 明子 集 或 简称 工 一 集 
1968 年 , 文 [2] 用 Co, 12* 的 子 集 族 ,引进 一 类 拓扑 空间 ， 其 开 集 是 不 分 明子 集 。<X，:》 
是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 ( 简 记 为 fts ) <> 六 是 一 个 集 ; «CCo, Df, Gb, PEro 


MRA o6 s GDU, Ve Un ves Gib [U] E> y Ue e mti 


X 上 不 分 明 拓 扑 ， 每 一 个 UE 叫做 + 一 -- 开 不 分 明子 集 ( 简称 * 一 开 集 ) ，X 的 不 分 明子 
F mik * 一 闭 的 ， 如 果 F 是 + 一 开 的 
数学 系统 (LAN LIN S, JE eel ce -一 拟 群 后 > G) (GL, V A OE SER 
Gi) (LL, 是 一 个 拟 群 ，(iii) 对 于 工 的 0 和 完全 元 素 1 ， 以 及 每 一 个 a€L， 有 
0#a=a#0=0 
a*«1-1«a-a 


Gv), XTVR « 的 两 个 分 配 律 成 立 ， 对 于 任意 指标 集 D ab CLGEDAEE 
a *(Vb)s V(G sb) 


(Vb)*a-V(b,*a) 
ser en 


1973 ££, 3c [4) 为 着 要 对 较 广泛 的 不 分 明 空间 讨论 了 ychonof f 乘积 定理 ， 在 上 述 fts 
的 定义 里 用 一 个 cl wo 一 拟 群 工 代替 (0,1】( 当 。= 八 时 ，[ 0,1) 是 一 个 clw 一 拟 群 ) ,我 
们 得 到 下 述 概念 :(X ,Try》 是 一 个 工 一 拓扑 空间 和 >X 是 一 个 分 明 集 且 EL AF: (i)0,1€+ 
CH 94,03€ 00, GDA,BC€ c Ae BET, GXH GL e B)(x) 7 AGO * BGO ,对 于 每 一 
Tx€X) iD eco V A ET, 当 工 ={f0,1}+ 时 ， 工 一 拓扑 空间 归 化 为 分 明 拓扑 空 
B, ^ L- C0,12 时 ， 工 一 拓扑 空间 归 化 为 文 [2 的 fts。 

1976 年 ， 文 [6， 又 见 29] 和 文 (8] 由 于 各 自 不 同 的 目的 ， 相 互 独立 地 引进 了 满 层 空间 
《这 一 名 称 属于 [6] ) , 即 在 文 [2 的 不 分 明 拓扑 空间 〈 乞 ,r》 的 定义 中 增加 第 四 个 条 件 (iv)， 
每 一 个 a€ (0,1) 均 属 于 *。 应 用 不 分 明 拓扑 结构 ， 可 以 把 许多 基本 概念 推广 和 移植 到 不 分 

34 。 


明 拓扑 空间 上 去 。 例 如 ffs《XX,t) 内 一 个 不 分 明子 集 4 的 内 部 4* 和 闭 包 有 可 以 分 别 定义 为 ， 


A'a UB, A-nF 
BE P'€s 
B&A ASF 


82. 不 分 明 点 的 邻近 构造 


在 1968—1974 年 间 出 现 的 不 分 明 拓扑 文献 中 ， 基 本 上 只 用 到 一 般 的 不 分 明子 集 而 未 涉 
及 到 不 分 明 点 ， 分 明 拓 扑 空间 的 局 部 性 质 未 能 推广 到 不 分 明 拓 扑 空 间 上 去 ， 这 一 现象 的 原因 
是 由 于 不 分 明 点 的 邻 域 构造 理论 当时 尚未 建立 起 来 。1974 EX C152 虽 曾 讨论 过 不 分 明 点 及 
其 邻 城 构 造 ， 但 它 的 不 分 明 点 不 以 正常 点 为 特 款 ， 而 其 邻 域 构造 也 未 能 反映 不 分 明 拓扑 学 中 
邻 域 构造 的 新 特性 ， 从 而 由 此 所 得 的 结果 多 呈 病 态 。1975 年 ， 文 [12] 不 直接 界定 不 分 明 拓 
扑 空间 (%,T) 内 不 分 明 点 的 邻 城 结构 ， 而 是 由 (X,r) 诱 出 一 分 明 zs I] CX x (0,1D,rQ@ 
《0,1) ) ， 然 后 把 不 分 明 拓扑 的 局 部 性 质 转 化 到 上 述 分 明 拓 扑 空间 的 相应 局 部 性 质 上 去 讨 
论 。 这 是 一 种 处 理 不 分 明 点 邻 域 的 间接 办 法 ( 详 §8 ) .1976 年 文 (5) 采取 另 二 种 途径 来 构造 
不 分 明 点 的 邻近 。 一 方面 采用 以 正常 点 为 特 款 的 不 分 明 点 , 另 方面 引进 了 两 个 不 分 明 集 之 间 ， 
特别 是 不 分 明 点 和 不 分 明 集 之 间 的 “ 重 于 ”关系 和 “ 重 邹 域 ” 的 概念 。 这 些 新 概念 在 不 分 明 
拓扑 的 研究 中 将 起 着 重要 的 作用 。 

现 介绍 文 [5] 中 不 分 明 点 的 邻近 构造 。 仅 在 点 xEX 处 取 值 入 >>0， 在 其 他 地 取 值 0 的 不 
分 明 集 称 作 六 的 不 分 明 点 ， 记 作 x，， 点 x 称 作 它 的 承 点 。 不 分 明 点 xo 属于 不 分 明子 集 4 ， 


记 作 x, € APA AGO, LPS A 可 前 作 所 有 属于 A RE AH ANH. A BEOS, 
4 与 8 称 作 相交 的 < 礼 4x。 EX 合 于 (4N B) (xo)>0， 此 时 ， 称 4，B 相交 于 点 x。，4 与 


BHFEAR CELA 重 于 B, BABES So € & Ya. AG) £ BGu)21, EB AS B 
HEF x。， 显 然 “ 重 于 ”关系 “g” 是 对 称 的 。 特 别 ,, 不 分 明 点 x MFA xs AAt 


A(x) 1， 重 于 关系 在 不 分 明 集 论 ， 特 别 在 不 分 明 拓扑 学 中 是 一 个 有 力 的 新 工具 ， 且 有 广泛 
的 应 用 。 下 面 是 常用 的 一 条 性 质 ，ACB < 之 有 4 与 B' 不 相 重 ,特别 地 ，x: € Aem x 不 重 
FPA. Icon, xag Y 4,6728 — Ar i CIME x gie SECX ) 为 一 不 分 


明 拓扑 空间 ， 不 分 明 集 4 叫做 x 的 重 域 ( 相应 地 ， 令 域 )， 若 有 LEr 使 UC4 且 xsU 
( 相应 地 ，、x, EU ) 本 身 是 开 集 的 重 ( 邻 ) 域 称 作 开 重 ( 邻 ) 域 。 在 分 明 拓扑 学 中 ， 关 系 “ 属 
于 ”与 “ 重 于 ”， 邻 城 系 与 重 域 系 皆 合 而 为 一 。 

利用 * 重 于 ”关系 和 不 分 明 点 的 重 域 的 概念 ， 我 们 可 以 在 不 分 明 拓扑 空间 里 引入 一 系列 基 
本 概念 和 证 明 许多 与 它们 相关 的 重要 定理 ,例如 在 文 [5 中 已 将 (13] 一 书 中 第 一 、 二 查 的 内 容 ， 
除 一 、 二 条 定理 外 ， 全 部 推广 到 不 分 明 拓扑 空间 里 。 又 如 文 C11,C6),C293,C30), 531,532] 
把 C13] 的 第 五 章 的 部 分 重要 内 容 作 了 相应 的 推广 。 这 方面 的 工作 ， 我 们 还 在 继续 进行 中 。 

作为 “ 重 于 ”关系 和 “ 重 域 ” 概念 的 应 用 的 具体 例子 和 为 以 后 的 叙述 方便 起 见 ， 我 们 举 
出 下 面 的 基本 概念 与 结果 : 

X,t) 是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 ，BC mp fg + 的 一 个 基 志 六 对 于 每 一 个 4AE Tt, 从 在 


+35» 


(Bi iacBeT: A= U Bi. OC, OMPR — orc CUURS C 空间 信访 + 有 一 个 可 数 基 。 


可 以 证 明 ， ECX, ) 中 ， 开 集 族 B 是 拓扑 芭 的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 + 一 开 集 4 及 任 一 重 于 
4 的 不 分 明 点 e， 有 BEB 使 e 重 于 卫 且 BCA。 

3€ (X 0 h, FARA e 的 若干 重 域 ( 相应 地 ， 邻 域 ) 形成 一 集 族 B， 若 对 e 的 每 一 
个 重 域 ( 相应 地 邻 域 ) 4， 有 BEB 使 BC 4， 则 称 B 为 e 的 一 个 重 域 基 (相应 地 邻 域 基 )， 
若 (X,r) 中 每 个 不 分 明 点 处 都 有 可 数 的 重 域 基 ( 相应 地 邻 域 基 ) ， 则 空间 (Xt) 称 作 重 一 第 
一 可 数 的 ( 相应 地 ， 第 一 可 数 的 ) ， 或 称 之 为 重 一 C, 空间 ( 相应 地 C, 一 空间 )， 可 以 证 明 
下 列 一 些 事实 ， 若 (X,r) 是 C, 空间 ， 则 它 是 重 一 Ci 空间 ， 若 (X,r) 是 Cu 空间 ， 则 它 是 重 
一 Ci 空间 的 。 设 OX uu» 为 实 轴 的 子 空间 [0,1])，r = FG) 为 (Xu) 诱 出 的 不 分 明 拓扑 ， 则 
OGFGD) 是 Cn， 但 不 是 C, 的 。 


下面 是 一 个 很 有 用 的 结果 :不 分 明 点 *: Cem IBS IUS 4 相 重 。 不 分 明 点 


e xa 称 作 人 的 一 个 附着 点 人->e 的 每 一 重 域 与 4 相 重 ， 可 以 证 明 有 是 4 是 所 有 附着 点 
的 并 。 

:不 分 明 点 e 称 作 不 分 明 集 全 的 聚 点 ， 若 。 是 4 的 附着 点 并 且 当 eE 4 时 ， 还 要 求 。 的 
每 一 个 重 城 与 4 ERF Supple) WEIR, BARR A 的 所 有 京 点 的 并 称 作 4 的 导 集 ， 


记 作 全。 可 以 证 明 下 列 两 个 定理 (DA = 4U As、(2) 《X，r) 中 任意 不 分 明 集 的 导 集 为 闭 
集 的 充 要 条 件 为 每 个 不 分 明 点 的 导 集 都 是 闭 集 ( 杨 忠 道 《CT。Yong ) 定理 的 推广 ) 。 


§3。 不 分 明 网 和 Moore 一 Smith 式 收敛 


.1968 年 ， 文 2] 界定 了 不 分 明子 集 列 {4.} es HAUAL, BX, 是 一 个 不 分 明 拓 
扑 空间 ， 不 分 明子 集 太 叫做 不 分 明 集 4 的 一 个 一 邻 域 ， 如 果 有 UE T+ 使 4CUCW。 不 
分 明 集 列 {.4,} sen 叫 作 + 一 收敛 的 < 六 对 于 4 的 每 一 个 :— SM A ne EN A Fanan? 
ATW 1973 年 , 文 [6 利用 这 种 收 丝 方 式 界定 了 不 分 明 拓扑 空间 的 的 列 紧 性 ， 一 个 不 分 明 拓 
扑 空间 (X,r) 叫 做 列 紧 的 < 它 的 每 一 个 不 分 明 集 列 {4.} sex 有 一 个 + 一 收敛 的 子 BA, R 
接着 证 明了 这 样 一 个 病态 的 定理 ， 每 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 都 是 列 紧 的 。 因 此 ， 文 C14 曾 指 
出 ， 在 不 分 明 拓扑 学 中 ， 需 要 新 的 收敛 概念 ， 才 能 把 理论 推 向 前 进 ， 从 而 得 到 更 为 丰富 更 为 
深刻 的 结果 。 文 [5 利用 新 引进 的 “ 重 于 ”关系 和 TUAT MA WU 一 书 中 有 关 Moore 
一 Smith 收 合 的 全 部 结果 推广 到 不 分 明 拓扑 空间 里 ， 这 为 对 不 分 明 拓 扑 学 的 进一步 研究 提供 
了 一 个 有 力 的 工具 。 
FERAS (6 中 关于 不 分 网 的 重 -一 收 全 性 和 有 关 的 一 部 分 结果 。 
ik O2) 为 一 定向 集 ，X 为 分 明 集 ，F 为 X 上 不 分 明 点 全 体 PRR. HDE FR 
函数 S 称 作 久 上 的 不 分 明 网 ,对 n€ D,S QOO S. AERE S 也 常 表示 作 {S.nEDD}， 
D RERI S 的 定义 域 。 设 S = S, nC DD} 为 六 上 的 不 分 明 网 ，4 为 X 上 不 分 明 集 。 着 对 所 
din, SERF 4， 则 称 网 S SET 4。 若 有 mE D， 使 当 im tj, S. WIRT 4, 则 称 网 S 
最 终 重 于 4。 若 对 中 任意 m， 都 有 口中 ">m 使 5。 重 于 4， 则 称 网 S TEE AHE 
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个 S,E4， 则 称 网 S 在 4 中 。 设 《XX,r) 为 一 个 不 分 明 拓 提 空间 ，S，e 分 别 为 六 上 的 不 分 
明 网 和 不 分 明 点 。 网 S 叫做 重 、 重 一 -收敛 于 e < 之 对 于 e 的 每 一 个 重 域 以 ， 网 S 最终 重 
TU. 

我 们 可 以 用 网 的 重 、 重 一 收敛 性 来 刻画 一 些 基本 概念 ， 例 如 ， 


在 不 分 明 拓扑 空间 (X,r) 中 ， 不 分 明 点 eE 有 2p 4 中 有 一 个 不 分 明 网 S 重 、 重 一 收敛 
Te, (X, 中 不 分 明 集 ARAK ED 4 中 每 一 个 不 分 明 网 S 不 重 、 重 一 收敛 于 不 属于 


4 的 不 分 明 点 。 设 4 与 昌 为 六 上 不 分 明 集 ，4 一 B 表示 XX 上 的 一 个 不 分 明 集 ， 它 在 满足 
AGOZBGOD0 处 取 零 值 ， 在 其 他 处 取 与 4 同 值 。 可 以 证 明 ， 在 不 分 明 拓扑 空间 CX 
中 ，x 为 4 的 聚 点 P 4 一 {x:} 中 有 一 个 不 分 明 网 重 、 重 一 + 一 收敛 于 xao 

XO 称 作 不 分 明了 7 空间 全 > 对 承 点 不 同 的 任意 两 个 不 分 明 点 e 与 d ， 存 在 各 自 的 
JUR BC 合 于 :BNC= 中 。 可 以 证 明 EX, 中 ， 每 一 网 不 同时 重重 收敛 于 两 个 承 
点 不 同 的 不 分 明 点 人 > QC 0 为 不 分 明了 ,空间 。 

EDOEUME, XHg— ^ m€ D, E. 也 是 定向 集 。 若 对 每 一 个 mED 及 nEEE, ,都 对 
应 一 个 不 分 明 点 SCm,n) ， 这 个 对 应 S 称 作 尤 上 累 次 不 分 明 网 。 如 果 在 不 分 明 拓扑 空间 
(X O 中 对 于 给 定 的 m， 不 分 明 网 (Gi m 2€ E.) f. MUKAT X. ERFARA Sur 
从 而 得 到 网 {S。,mE 刀 }， 又 设 后 者 重 、 重 收敛 于 X 上 某 不 分 明 点 e， 则 称 累 次 不 分 明 网 S 
的 累 次 极限 存在 ， 或 说 作 S 重 、 重 收 全 于 eo 

累 次 极限 定理 ， 设 在 《六 ,+》 中 累 次 不 分 明 网 S = (Gn 0) 重 、 重 一 收 化 于 不 分 明 点 e， 
对 于 乘积 定向 集 F - Dx CX {E.lm€ DD 的 每 一 个 成 员 Cm,f)， 由 RCm,f)= Cm,f Cm))》 
EXT F 上 的 一 个 函数 尺 ， 则 尺 与 S 的 合成 SoR 给 出 了 以 F 为 定义 域 的 不 分 明 网 且 SoR 
E, KKF e. 

X EX ABB T- (T, mE E 称 作 义 上 不 分 明 网 S={S,,n€ D ME, > 有 由 
E 5 DISK N 满足 (iD7 = SoN， 即 对 每 一 个 iE E, T. -S«,GOM Dig tn, 
di E ME m Be E o P2m 时 有 NSn 

OG 0 中 不 分 明 点 e 称 作 网 S KRA 全 > 对 于 e 的 每 一 个 重 域 B，S 常常 重 于 也 .可 
GER: (X, 中 点 e 为 网 S 的 聚 点 m S 有 一 个 子 网 重 、 重 一 收银 于 e。 

WES-(S.n€ DE 为 XX 上 不 分 明 网 对 每 个 ~ED，4,= US., MEX, 中 ， 不 分 


明 点 为 网 S 的 聚 点 当 且 仅 当 e€ f Ao 

EX CSI 的 基础 上 ，1978 年 ， 文 [11 引进 了 不 分 明 网 的 三 种 互 不 相 蕴 A 的 Moore 一 
Smith 式 的 收 剑 性， 即 所 谓 重 、 含 收敛， 含 、 重 一 收 全 和 含 、 含 一 收敛。 进一步 丰富 了 
Moore—S mith 收敛 理论 的 内 容 。 不 分 羽 拓 扑 空间 OC, D 的 不 分 明 网 (Sn € DD} 重 、 含 一 
( 相应 地 ， 含 、 重 一 , 含 . 含 一 ) 一 收 全 于 不 分 明 点 emp 对 于 。 的 每 一 个 重 域 (相应 地 )、 
邻 域 、 邻 域 ) [， 有 一 个 m ED, P n>n 时 ，S。 含 于 ( 相应 地 ， 重 于 ， 含 于 ) [/。 这 里 
的 三 种 收敛 方式 与 文 (5 中 的 重 , 重 一 收敛 均 是 互 不 曹 含 的 , 文 [11] 曾 举 出 这 样 一 个 例子 。 
关于 这 三 种 新 引进 的 收敛 性 的 应 用 在 以 后 各 节 中 可 以 看 到 。 
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84。 不 分 明 分 离 公里 


把 分 离 公理 不 分 明 化 是 不 分 明 拓 扑 学 研究 中 的 重要 问题 之 一 ， 在 “ 重 于 ” 关系 和 “ 重 
域 ” 概 念 未 出 现 之 前 这 个 问题 是 难于 很 好 解决 的 ，1977 年 ， 文 [5 在 引进 上 述 概 念 后 ， 以 
此 为 工具 ， 引 进 了 不 分 明 的 准 T,，T, MT: 公里 。 

不 分 明 拓扑 空间 (XX,t》 称 作 不 分 明 准 T。 31g — x € X, RASA Au. €C0,12, 
Ra ix R x E dah RARE T 公理 有 如 下 的 刻 划 ，《X ,Tt) 为 准 T 的 后 > 对 每 一 
^ x€X Kp€C0,D, 存在 BET 合 于 ， B(x)=p， 在 界定 准 T。 时， 表面 上 未 用 到 “ 重 于 ” 
和 “ 重 域 ? 的 概念 ， 但 在 证 明 下 述 刻 划 定理 却 要 以 它们 为 工具 。 这 是 由 于 准 T, 性 涉 及 到 不 
分 明 点 的 闭 包 ， 而 闭 包 的 刻 划 又 幸 涉 到 “ 重 域 ” 与 “ 相 重 ” 的 概念 。 


OG 0 称 作 不 分 明 T. 的 对 > 对 于 任意 两 不 分 明 点 c，d， 且 ed Re (dy skd € 


Ve RAI To 公理 有 如 次 的 刻 划 ，《X,Tr)》 为 T。 的 <>〈X,r) RET. WERF X (E 
两 不 同 的 x 与 ? 以 及 任意 p,vE 50,1] WFR BE B) =p H BC) 9v, 或 者 B(x)>p 
且 B(y)=v。 

OC) 称 作 不 分 明了 7。 的 m 每 个 不 分 明 点 是 闭 集 。 不 分 明代, 公理 有 如 下 的 刻 划 ， 
(X, IET, B ERFA x€ X R1 €C0,D, 存在 BETt 使 B(x)=1- 入 且 B 在 其 
他 处 取 值 1 。 

在 §3 内 讨论 不 分 明 网 重 、 重 收敛 点 的 唯一 性 定理 时 ， 我 们 曾 引进 不 分 明 T. 性 ， 为 着 
完备 起 见 ， 把 它 重 述 在 这 里 ， 以 资 比较 和 联系 。 

200 OG) WETAN Ta Hausdorff) 8 &» 对 于 承 点 不 同 的 任意 两 个 不 分 明 点 e 和 d, 
存在 各 自 的 重 域 与 C 合 于 ，BNC= 中 ， 由 于 不 分 明了 空间 只 讨论 承 点 不 同 的 不 分 明 点 
的 分 离 问 题 ，7， 空间 可 能 不 是 准 T。 的 ， 则 它 是 T, 的 ， 由 杨 忠 道 定理 的 推广 定理 还 看 出 
EZART: 空间 中 ， 每 个 不 分 明 集 的 导 集 为 闭 集 。 

1978 年 ， 文 [11] 对 不 分 明 公 理 进 行 了 三 方面 的 工作 : 

(一 ) 对 于 文 [5] 中 给 出 的 不 分 明 的 Ti，7: 公理 给 出 了 新 的 刻 划 : 《〈X,r》 是 不 分 
AT 空间 m QC, 内 任意 的 两 个 不 相 重 的 不 分 明 点 e Md, e 有 一 个 邻 域 与 d 不 相 重 
且 d 有 一 个 邻 域 与 e RHR. QC, 是 不 分 明 T: 空间 E OC. 内 每 个 不 分 明 网 不 重 、 
含 一 收敛 于 两 个 承 点 不 同 的 不 分 明 点 。 

(二 ) 引进 了 新 的 不 分 明 公 理 重 一 T,(i=1,2,3,4) ,并 给 出 了 相应 的 刻 划 ， 一 个 不 分 
明 拓扑 空间 CC, c» MERT: e RET OX 0 的 一 个 不 分 明 点 x 及 与 x, 的 承 点 x 相 
异 的 每 一 点 € X, x AAPS pr 不 相 重 且 Yr APRS xx 不 相 重 。 这 里 的 路 是 指 
分 明 集 {y} 的 特征 函数 。 对 于 重 一 T, 性 有 如 次 的 一 个 刻 划 : (X,t) 是 重 一 7T, 的 <> 对 于 
每 一 点 xEX， 中 是 闭 集 ( 中: 指 集 {x} 的 特征 函数 ) 不 分 AT: 空间 显然 是 重 一 了, 的 ， 但 
可 举 出 反例 说 明 ， 其 逆 不 真 。 

A. B 是 不 分 明 拓扑 空间 (X0) 内 两 个 不 分 明 集 ，B 称 作 4 的 一 个 重 域 ( 邻 域 》 
WPOUPÓCT 4 的 每 一 个 不 分 明 点 e，B 是 。 的 一 个 重 域 ，( 相应 地 LAURO. AS BRE 
含 、 重 一 分 离 ，( 含 、 交 一 分 离 ) 10 A 5 分 别 有 邻 域 ( 相应 地 重 域 )U ,信使 得 U 
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5y RHE, EE, UV =$). (X,t) 叫做 重 一 T, 的 e OC WEEPSATOEUR 
不 同 的 不 分 明 点 e 与 也 是 含 、 重 一 分 离 的 。 集 X 上 的 一 个 不 分 明 网 {S。: n€ED} 叫做 一 个 
高 一 网 ( 低 一 网 ) « 对 于 每 一 个 mE€D， 存 在 一 个 n€E D， 合 于 : n>m H S. ERRAZ 
值 之 去 〈 相应 地 和 去 ) ， 对 于 重 T: 性 ,有 如 次 的 刻 划 ，(i) WRX, 是 一 个 重 T: 空间 ， 
AI QC, 内 每 一 个 高 一 网 ( 低 网 ) ， 不 能 含 、 含 一 收敛 〈 相应 地 含 、 重 一 收敛 T OG 
内 两 个 承 点 不 同 的 不 分 明 点 。(ii) 如 果 《XX,t》 内 每 一 个 不 分 明 点 不 含 、 含 一 收敛 〈 或 不 含 、 
重 一 收敛 ) 于 《X,r》 内 两 个 承 点 不 同 的 元 ， 则 《〈X ,r》 是 重 一 7: 的 。 

一 个 不 分 明 拓扑 空间 CX , v» 叫做 重 一 T: HE 对 于 《XX,t) 的 每 一 个 不 分 明 点 e 及 不 
含 e 的 承 点 且 使 ys 为 闭 集 的 每 一 个 SCX，e 与 中 s 是 重 、 含 一 分 离 的 。 这 里 中 是 S 的 特 
征 函 数 。 对 于 重 一 7, tt, HIKKAA: HFX, T) 的 每 个 不 分 明 点 e 及 每 一 个 SCX 合 
F: e€ b, e 有 一 个 邻 域 U 合 于 UTC。 

一 个 不 分 明 拓 扑 空间 (X ,叫做 重 一 T, 的 <> 对 于 任意 的 S,TCX, 合 于 SnT- Ebs» 
中 是 闭 集 ,中 ,与 中 + 是 含 、 重 一 分 离 的 ,对 于 重 一 7 ,性 ， 有 如 次 的 刻 划 :《X,r? 是 量 一 7 的 <> 
对 任意 的 S,TCX 合 于 ,由 是 一 闲 集 且 下 :是 一 开 集 , 中 己 下 ,让 有 一 邻 域 U 合 于 UC 让 +。 

B-T: 的 重 T,(i=3.4) 空 间 叫 作 重 一 正则 (i = 3) 和 重 一 正规 (i = 4) 空 间 ， 显 然 有 : 重 
一 正规 性 一 注重 一 正则 性 一 > 重 T: 性 = 之 重 一 7, 性 。 

( 三 ) 把 不 分 明 公理 与 不 分 明 紧 性 相 联 系 起 来 推广 了 (13] 一 书 中 有 关 的 若干 定理 。 关 于 
这 方面 的 工作 详 § 6 。 

在 文 (5J 和 C11) 之 前 ， 讨 论 不 分 明 公 理 的 文章 ， 在 1975 年 有 两 篇 ， 即 C12) 和 C22)， 文 用 
一 种 特殊 类 型 的 拓扑 空间 ，( 关 x (0.1])，t@3(0、1) ) 来 界定 不 分 明 拓扑 空间 的 T,,T， ,7， ， 
7 性 ( 详 文本 8 8 ) 。 

1975 f£, 文 (2213 引 进 了 不 分 明 单位 区 同和 不 分 明正 规 柱 ， 并 对 它 给 出 了 Urysohn 引 理 
式 的 刻 划 ， 这 为 文 [23] 讨 论 不 分 明 拓 扑 空间 的 一 致 结构 英 定 了 基础 ， 设 (L, 和 ,U ,人 .是 
一 个 具有 逆序 对 合 完全 格 。《X,T》 是 一 个 工 拓扑 空间 。《XX,T》 叫做 正规 的 后 > 对 于 每 一 个 
t+ 一 闭 集 K 和 一 开 集 U & T: KCU, 存在 一 个 工 一 集合 于 ， 

KEVEVEU, 
ROIL = [^ € L 合 于 下 面 的 (1),《2),(3)}， 这 里 卫 表 实数 。 
DAE} CHARME) 
(X021 t0 tER 
(A) =0 KLER 

[50,12( 工 ) 称 作 不 分 明 单位 区 间 ， 我 们 可 以 在 C0,1)(L) 内 界定 “相等 ”和 “ 偏 序 ”， 对 
于 和 ,hECL0,1](L)， 我 们 说 入 =h <>> 对 于 每 一 个 :ER, 和 Gt 一 )=pCt2) 有 和 Ct+)=h(t+)， 
这 里 和 (t-)= i AG) lim Mense A= liA, 我 们 说 ， 和 <h H> 对 于 每 一 个 


sit 
1€ R, Mt- Me nci 和 (t+ )<h(t+), 我 们 在 不 分 明 单位 区 间 C0,1XL》 上 引入 一 个 不 
分 明 拓扑 ， 对 于 每 一 个 +E R， 令 
LM)=N (0-0, ROA=AG+) 
EA, Lo R.EL' 中， 取 S={L,,R,|t€€R} HFE, REON) 上 建立 一 个 不 
分 明 拓扑 x， 对 于 此 种 正规 性 ,有 如 次 的 刻 划 : 《X ,+》 是 正规 的 < 对 于 每 一 个 + 一 闭 集 KK 和 
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?一 开 集 U 合 于 KEU， 存 在 一 个 连续 函数 Jf， 外 (0,1}(L) & T: 对 于 每 一 个 xEX， 
KGO&f G0 -0&f GC HKU GO. 
还 应 提 到 , 文 [30] 在 1978 年 ,平行 一 般 拓扑 的 分 离 公 理 引 进 了 相应 的 不 分 明 公理 并 且 证 明 
了 这 样 一 个 定理 ， 设 (XX, +) 是 一 个 分 明 拓扑 空间 ，《X,F(T)) 是 它 的 诱导 不 分 明 拓扑 空间 ， 
MWE: 《 半 ,F(T)) 是 不 分 明 T。,T, ,了 :正则 ， 了 Ts 的 当 且 仅 当 (六 ,+) 具 有 相对 应 的 分 离 公理 。 


$5 不 分 明 连 续 性 


1968. 年 ， 文 C2 引进 了 不 分 明 连 续 映 射 的 概念 ， 设 f 是 一 个 从 多 到 了 的 一 个 映射 ， 设 
BHY 上 的 一 个 不 分 明 集 ， 即 BEC0,1)"， 我 们 界定 ， 对 于 每 一 个 x*EX,f"!CB)(x)= B 
《了 (x) ) ， 显 然 ，f-!5BJEC0,1)*， 设 4AEL0,1)*， 我 们 界定 ， 对 于 每 一 个 yEY。 

(sup AX), S f^ G0 
FAY) = f zeio 
t 0 Afose. 


显然 ，f[A) E50,1)"， 一 个 从 不 分 明 拓扑 空间 CX 0) 到 不 分 明 拓扑 空间 (Y ,ua》 的 映射 
f 叫做 不 分 明 连 续 的 〈 或 下 一 连续 的 ) TE u—ÓHBV, [7 (0) €. tEXCD 
还 有 这 样 一 个 定理 ， 设 《X,r》 和 《Y uo 是 两 个 不 分 明 拓扑 空间 ， 太 是 从 多 到 了 的 一 个 映 
射 ， 下 面 五 个 条 件 相互 关联 如 次 ; (1) 人 >(2),(3) 人 >(4)，(1)> (3),(4) => (5)。 

O) f 是 下 一 连续 的 ， 

《2) 对 于 每 一 个 w 一 闭 集 B, f CBE 一 闭 集 。 

《3) 对 于 每 一 个 A€CO,17* 和 / GDISq— T SR V, [DICTO 4 的 一 个 邻 域 。 

《4) 对 于 每 一 个 4E50,1)* 和 f 的 每 一 个 邻 域 矿 , 有 一 个 4 的 邻 域 W 合 于 f (W)CV。 

ORF X 的 每 一 不 分 明 集 列 {4,} ,en 合 于 A KAF 4E50,1)*，Y 上 的 不 分 明 集 列 
WU CAO) eu 收敛 于 154A €C0,D2* 。 

实际 上 ， 上 定理 中 刻 划 不 分 明 连 续 性 的 条 件 只 有 一 条 ， 即 (2) ,其 余 各 条 均 只 是 不 分 明 连 
续 的 必要 条 件 。 这 种 情况 在 国际 文献 上 停滞 了 多 年 。 应 用 重 域 和 重 、 重 一 收敛 等 工具 ，1976 
年 ， 文 [6] 和 文 [11] 先 后 独立 地 把 [13) 一 书 中 连续 函数 的 所 有 刻 划 条 件 全 部 推广 到 不 分 明 拓 
扑 学 中 ， 这 为 不 分 明 连 续 映射 的 广泛 应 用 葛 定 了 基础 ， 兹 将 (6],[29] fü C112 所 得 的 结果 综 
述 如 次 ， 设 (X,r》 和 《〈Y o 是 两 个 不 分 明 拓扑 空间 ，f 是 从 六 到 了 的 映 射 ， 则 下 列 条 件 
互相 等 价 : 

1* 了 是 不 分 明 连 续 的 ， 

2* 对 于 每 一 个 4 一 闭 集 C，f-'(C) 是 + 一 闭 集 。 

3* 对 于 w 的 一 个 子 基 9 的 每 一 个 成 员 U,f-'(U)E€rt。 

4” 对 于 关上 每 个 不 分 明 点 e RY 中 不 分 明 点 f Co) HERV, A e 的 重 域 U ， 
fUr. 

6* 对 于 X 上 每 个 不 分 明 网 S -1S,,n€ D), 35S 重 、 重 一 收 剑 于 不 分 明 点 e, 则 foS 
={f(S,),nEL} 为 了 上 不 分 明 网 且 重 、 重 一 收敛 于 不 分 明 点 je) 。 


， T HFX HETIME A, 4f. 
8” 对 于 Y EÁE—REA BR B, AJ ICSB 
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$6 不 分 明 紧 性 


把 紧 性 不 分 明 化 是 不 分 明 拓扑 学 研究 中 另 一 个 重要 问题 。 

1968 年 ， 文 [2] 首 次 引入 不 分 明 紧 空间 的 概念 ,一 个 不 分 明 拓扑 空间 CX c) 叫做 C 一 紧 
的 所 这 对 于 每 一 个 CC 合 于 ， YE =X( BI sup CCo = 1， 对 于 每 一 个 xEX ) , 存在 有 限 
个 CiEC(i=1,…,m) 使 U  C,=X。 对 不 分 明 C 一 紧 性 , 文 [2 得 到 两 条 定 理 ,(1) 一 

1<i<m 

个 不 分 明 拓扑 空间 《XX,t) 是 C 一 紧 的 全 > 每 一 个 具有 有 限 交 性 的 + 一 闭 集 族 有 非 空 之 交 。 
(D, MR f 是 一 个 映 不 分 明 C 一 紧 空间 QC 成 一 不 分 明 空间 CY pu), WY pu) 也 是 
C 一 紧 的 。 

1973 年 ， 文 [14] 继 [2 之 后 ， 对 于 不 分 明 拓扑 空间 的 复 盖 性 质 作 了 进一步 的 讨论 。 文 中 
用 平行 的 方式 把 分 明 拓扑 学 中 的 可 数 紧 、 列 紧 、 半 紧 等 性 质 移 值 到 不 分 明 拓扑 学 中 ， 但 这 种 
移植 不 是 很 成 功 的 。 因 为 采用 这 些 不 分 明 紧 性 就 会 得 到 正如 在 $ 3 内 业已 指出 过 的 那个 病态 
结果 ， 每 个 不 分 明 拓 扑 空间 都 是 列 紧 的 。 虽 然 如 此 ， 对 于 文 [14] 至 少 有 两 点 值得 肯定 的 ; 
(D 。 由 于 上 述 的 病态 结果 ， 指 出 了 应 发 展 的 收敛 的 理论 的 必要 性 ( 见 8$ 3 ) (2, 引进 了 一 
类 叫做 半 连 续 的 不 分 明 拓扑 空间 的 特殊 不 分 明 拓扑 空间 ,这 在 许多 方面 是 有 用 处 的 ( 见 C24)) ， 
[12),58),C9) 等 ， 设 *X,r? 是 一 个 分 明 拓扑 空间 ,对 于 4€ 0,12 , A Ta se {xEXIA(x) 
7a,a€ (0,0), FCO 7 (4€C0,D* |, ,. ET, 对 于 每 一 个 oE[0,1]} ,显然 (X F CO 
是 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 叫做 半 连 续 不 分 明 拓扑 空间 ， 或 诱导 拓扑 空间 ， 文 [14] 利 用 这 一 空间 
分 别 作出 非 C 一 紧 的 和 非 可 数 紧 的 不 分 明 拓 扑 空间 。 

1973 年 ， 文 [4] 引 进 了 工 一 空间 ( 见 $ 1 ) 并 对 工 一 空间 给 出 了 T y chonof f 定理 成 立 的 
一 个 充分 和 必要 的 条 件 。 设 UC n) e 是 一 族 工 一 拓扑 空间 ， 光 = X{X1iE1}，PsX-~X ,为 
相应 的 投影 ，X 上 以 下 列 不 分 明 集 族 B 为 基 的 拓扑 c 称 作 不 分 ARA Mih Kst) 称 作 
KX bei 的 不 分 明 乘 积 空间 ，《 久 ,Tt 可 记 为 Xe1《X 0. 

B = {QP (UIF 为 了 的 任意 有 限 子 集 U, Erh ik aJt cl o 一 拟 群 上 的 


单位 元 1 是 一 弧 立 的 € 对 于 每 一 个 指标 集 L，CordJ< afajietCL，a<1=>Ve 


ac<1， 文 [4 证 明了 如 次 的 不 分 明 Tychonof 定理 ， 如 果 工 的 单位 元 1 是 a 一 弧 立 的 ,I 是 
指标 集 Cardia, (X, Yer 是 一 族 C 一 紧 工 一 空间 ， 则 Xei X 0) E C— ESSE 
的 逆 定 理 也 成 立 : 如 工 之 单位 元 1 不 是 x 一 弧 立 的 ， 则 有 一 族 C 一 紧 工 一 空间 (X00) 
CardI = ua， 它 们 的 乘积 空间 不 是 C 一 紧 的 。 

1974 年 ， 文 [16] 证 明了 有 限 个 C 一 紧 的 不 分 明 拓扑 空间 的 乘积 空间 是 C 一 紧 的 。 并 制作 
出 可 数 无 限 多 个 C 一 紧 的 不 分 明 空间 ， 它 们 的 积 空间 非 C 一 紧 的 ， 实 际 上 这 两 个 结果 已 包含 
在 文 [4 的 结果 中 。1978 年 ， 文 (28] 指 出 C16] 中 另 一 个 结果 “有 限 个 可 数 紧 的 不 分 明 拓 扑 
空间 的 乘积 空间 是 可 数 紧 的 ”是 错误 的 。 

1975 年 ， 文 [26] 仅 就 诱导 不 分 明 拓扑 空间 (XC, F CD) HRE, KIEW eiss 发 现 
没有 一 个 诱导 不 分 明 拓 外 空间 ( 甚至 是 由 紧 的 拓扑 空间 所 诱导 的 ) 是 C 一 紧 的 ， 他 特 为 这 类 
特殊 的 不 分 明 拓 扑 空间 引进 一 种 新 的 不 分 明 紧 性 ， 诱 导 不 分 明 拓扑 空间 (X,F(T)> 内 的 一 
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个 不 分 明 集 4 叫做 @ 一 紧 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 y>>0se@,(4) = (x €X AGO 2A) 是 分 明 拓 
扑 空间 CX, T) 的 紧 子 集 。 但 @ 一 紧 性 仅 适用 于 诱导 不 分 明 拓扑 空间 (XC, F CT». 

1975 年 ， 文 C120 引进 了 一 种 较 弱 的 不 分 明 紧 性 : 不 分 明 拓 扑 空间 《X,r> 叫 做 Z 一 紧 的 
€» HF AX, 的 每 一 个 开 Sixt (U.). c; MÂ ARF, H EUa CiU} er 


《j=1,…,m) 使 Kii Uai 二 F， 对 于 这 种 弱 紧 性 ， 有 如 次 的 不 分 明了 ychonof f 定理 :如 果 
每 一 个 (XbT,? 是 Z 一 紧 的 次 良性 不 分 明 拓扑 空间 , 则 x Xt) E Z 一 紧 的 ，(〈 次 良性 


不 分 明 拓 扑 空间 的 定义 ， 为 着 行文 方便 起 见 写 在 15 页 上 ) 

综 上 所 述 ， 可 见 对 于 不 分 明 拓扑 空间 ， 引 入 一 种 适当 的 不 分 明 紧 性 ， 以 使 ychonof f 
乘积 定理 普遍 成 立 是 众 所 关 注 的 一 个 问题 。1974 EXN 引进 一 种 新 的 不 分 明 紧 性 ， 不 分 明 
拓扑 空间 (X,T) 叫 做 L, 一 紧 的 , 当 且 仅 当 ,对 于 每 一 个 合 于 ， H Uzt UcT, 和 每 一 个 


。>0， 存 在 一 个 有 限 的 U。CU 合 于 ， 对 于 每 一 个 xEX， SupU (x)>1—e, XC 得 到 两 个 


有 关 L 一 紧 性 的 结果 ，(1) X, FT) 是 上 :一 紧 的 当 且 仅 当 (X,T) 是 紧 的 !(27 有 限 个 L :一 
紧 空 间 的 先 和 空间 仍 是 上 ,一 紧 的 ， 且 只 限于 有 限 的 乘积 ( 又 见 1976 年 的 文 C8] 和 1977 年 
的 文 [9], 为 着 引进 适当 的 不 分 明 紧 性 使 一 般 的 了 ychonoff 乘积 定理 成 立 。1976 年 , 文 [8) 首 
先 引 进 了 一 种 加 强 了 的 不 分 明 拓扑 空间 ，《〈 见 $ 1 ) ， 这 种 空间 在 (6] 中 叫做 满 层 空间 ， 再 引 
入 另 一 种 不 分 明 紧 性 ， 设 《XX,r》 是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 (加 强 或 否 )，AE50,1)” 叫做 —L 
不 分 明 紧 的 < 这 对 于 每 一 个 族 BCrt EF: U EAD 以 及 每 一 个 es>0， 存 在 一 个 有 限 子 族 


BCB fifi. 
,U,B24- € (MRNA EX, sup BG)24GO - € ) 利用 这 一 不 分 明 紧 子 集 的 


概念 ， 可 界定 ， 一 个 满 层 空间 X,t) 叫做 工 :一 紧 的 后 > OC, 0 中 的 每 一 个 常 值 不 分 明子 
集 是 上 :一 不 分 明 紧 的 ，L: 一 紧 性 也 与 L: 一 紧 性 一 样 具 有 如 下 之 性 质 ， 设 OGT) 是 一 个 不 
分 明 拓扑 空间 ，《X,F(T)》 是 它 的 诱导 不 分 明 空间 ( 显然 是 满 层 的 )(X ,下 (T)》 是 工 :一 紧 
BEX, T) 是 紧 的 。 对 于 C 一 紧 性 ， 这 是 不 成 立 的 ， 因 为 可 以 作出 这 样 的 反例，《X,T》> 
是 紧 的 ， 但 〈《X, 严 (T)》 不 是 C 一 紧 的 。1977 年 文 [9 对 于 上 :一 紧 性 证 明了 一 般 的 不 分 明 
Tychonof f 定理 ， 如 果 {(X,r7}ei 是 一 族 上 :一 紧 的 不 分 明 拓扑 空间 ( 加 强 的 或 满 层 的 ) ， 
则 积 空间 Rn OG) 也 是 上 :一 紧 的 。 


1978 年 ， 文 (31) 为 着 推广 经 典 紧 性 和 一 般 的 了 ychonof 乘积 定理 到 不 分 明 拓扑 空间 ， 
引进 了 一 种 新 的 不 分 明 紧 性 , 设 L 代表 一 个 完全 分 配 格 ,共有 最 小 元 素 0 和 一 个 最 大 元素 1 
C0310 以 及 一 个 逆序 对 合 a-ra’ (a EL)， 设 ( 针 ,T) 是 一 个 工 一 不 分 明 空间 ， 设 oE€L。 一 
集 族 UCT 叫做 X 的 一 个 a 一 庶 影 当 且 权 当 ， 对 于 每 一 个 xEX， 存 在 一 个 UEU 使 U(x) 
>a, 万 的 一 个 a—EEE U 的 一 个 子 族 V 叫做 i—i a FEE, SERY VEX 
个 a 一 扯 影 。 工 一 不 分 明 空间 (X,T) 叫 做 一 紧 的 ， 当 且 仅 当 X 的 每 一 个 a 一 庶 影 有 一 个 有 
限 的 "一 子 庆 影 。 为 着 便于 氢 述 了 ychonof 7 定理 ， 我 们 先 界定 两 个 工 的 子 集 : 

天 = taEL: ua 可 与 了 的 每 一 个 B 比较 }， 
L'-ia€L, B>a fü Y 2acBAY >a}. 
文 [31) 证 明了 后 述 的 一 般 了 ychonoff 定理 ， 一 族 非 空 的 不 分 明 空间 族 {《Xs,Ts} ses 的 工 一 
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不 分 明 乘积 空间 (X, T) JE a 一 紧 的 ， 当 且 仅 当 , 对 于 每 一 个 BE B，《X4s,Ts》 是 a 一 紧 的 ， 

这 里 a EL"。 文 [31) 既 推广 了 经 典 紧 性 又 建 立 了 一 般 T 了 ychonoff 乘积 定理 ， 这 对 紧 性 的 不 
分 明 化 问题 是 一 个 有 意义 的 进展 。1979 年 ， 文 532] 利用 文 [5] 中 的 “ 重 于 ”。“ 重 域 ” 和 
Moore - smith 式 收敛 等 工具 引入 一 种 更 流 广 泛 的 新 不 分 明 紧 性 ，Q 一 紧 性 ， 证 明 了 一 个 推 
广 的 Tychonoff 定 理 ， 且 对 Q 一 紧 性 进行 多 种 刻 划 ， 特 别 是 用 Moose 一 Smith 网 收 化 进行 了 
刻 划 。 无 疑 这 些 结果 对 紧 性 不 分 明 化 问题 作 了 更 完善 地 解决 。 现 在 简 述 有 关 概 念 和 结果 ， 设 
《XX,T》 是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 ,B 是 (X,T) 中 的 一 个 不 分 明 集 ,一 不 分 明 ( 开 ) 集 族 B = (B. 
aE€E1} 叫 做 B 的 一 个 ( 开 ) 重 盖 当 上 且 仅 当 ， 对 于 每 一 个 x€ SuppB, H E W B. EBEK 


B.(x) + B(x)>1。 若 重 盖 B 的 子 族 B HER BERN, MAB 为 子 重 盖 。 不 分 明 集 妃 称 
作 Q 一 紧 的 , 当 且 仅 当 B 的 每 一 个 开 重 盖 都 有 一 个 有 限 的 子 重 盖 。 当 集 X 本 身 是 Q 一 紧 时 ， 
称 (XX,T) 为 Q 一 紧 空 间 。 在 文 [31] 中 关于 (X,T) 为 a 一 紧 的 性 质 (a E00,1]) 显 然 是 等 价 于 XX 
上 到 常 值 1 - a 的 不 分 明 集 是 Q 一 紧 的 ， 所 以 就 工 = [0,13 而 言 , 文 [31 中 的 讨论 是 文 C32] 
特例 。 后 面 是 推广 的 一 般 Tychonoff 定理 ， 设 B. 为 OC. T.) 中 的 Q 一 紧 集 Co ED RM 
足下 列 条 件 ; 

存在 正 数 8， 使 除 有 限 个 指标 外 ,对 其 余 的 每 个 指标 a, 有 inf «Gc [x € SuppB。} 
>ò, Wik B. 的 乘积 也 是 乘积 空间 中 Q 一 紧 集 。 特 别 地 ， 任 意 多 个 Q 一 紧 空间 的 拓扑 积 是 
Q 一 紧 空 间 。 

1978 年 ， 文 [11] 用 不 分 明 网 的 聚 点 、 附 着 点 和 重 、 重 收敛 性 对 不 分 明 紧 52] 空间 进行 
了 刻 划 ， 并 把 C13] 书 中 有 关 紧 性 与 分 离 性 的 许多 结果 以 及 Wallace 定理 推广 到 不 分 明 拓扑 
学 中 去 ， 效 将 其 中 的 部 分 结果 写 在 下 面 ，(1) 下 列 各 条 件 等 价 ， (a) 不 分 明 拓扑 空间 《Xt) 集 
是 C 一 紧 的 (5) OC 内 每 一 个 环 分 明 网 有 一 个 聚 点 ;(c)《〈X,t) 内 每 一 个 不 分 明 网 有 一 
AFHR, -RRF X, O 内 某 一 个 不 分 明 点 ，(d)《〈X，r》 内 每 一 个 不 分 明 网 的 附着 集 
不 空 ，(e) (X,t) 内 每 一 个 具有 限 交 性 的 团 集 族 具有 不 空 的 交 。(2) 不 分 明 C 一 紧 的 T s 
SER T. 的 。(3) 不 分 明 C 一 紧 的 重 --T; 空间 是 重 一 7。 的， 从 而 是 重 一 正规 的 。(4) 设 
O11.) 是 重 一 T: 空间 OC) 之 一 不 分 明 C 一 紧 子 空间 ， 则 由 是 OC O 的 闭 子 集 。(5) 
Wallace 定理 之 推广 ， 设 ACX 合 得 《4,+|,) 是 不 分 明 空 间 (X,ry 之 一 C 一 紧 子 空间 
BCY W <B, tlo) 是 不 分 明 空 间 (Y ,ay 之 一 C 一 紧 子 空间 。 设 只 是 加 x 如 在 积 空 间 
QCG 0 x Q^ ,0) 内 任 一 个 邻 域 ， 则 由 有 一 个 在 (Xt) 内 的 邻 域 下 E p A — ME Xo) 
内 的 邻 域 A EET ACA. 

1974 年 ， 文 [15] 和 1977 年 ， 文 [25) 讨论 了 不 分 明 局 部 紧 性 。 


§7 不 分 明 积 空间 和 商 空间 


19734, XU 引进 了 不 分 明 积 拓扑 和 积 空间 的 概念 ， 并 对 clw 一 拟 群 工 ， 给 出 了 使 
C 一 紧 [一 空间 族 { (X,,r,》 } ,e1，Card<a 的 积 空间 仍 是 紧 [一 空间 的 充 要 条 件 ( 见 $6) 

1974 年 ， 文 [16] 继续 了 不 分 明 积 空间 的 研究 并 开展 了 不 分 明 商 空间 的 讨论 ， 兹 将 文中 
所 得 的 有 关 不 分 明 积 拓扑 一 些 结果 写 在 下 面 : 

以 下 所 谈 及 的 不 分 明 拓扑 空间 是 指 文 C2 意义 下 的 ，(1) 设 《XX,r) 为 不 分 明 空间 族 


DE 


一 一 一 一 一 一 


COG co Lue 的 乘积 空间 ， 则 CO 不 分 明 积 拓扑 是 和 X= x et 义 , 上 使 每 个 投影 P. 不 分 明 
连续 的 最 小 不 分 明 拓扑 (ii) E (Y ,wu) 是 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 ，f 是 从 Y SIX = x eX H 
一 个 映射 ， 则 f 是 不 分 明 连 续 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 a€1，P.of 是 不 分 明 连 续 的 。(2) 设 
(OC. ) sven 是 第 二 可 数 不 分 明 拓扑 空间 的 可 数 族 ， 则 积 空间 X en Xot) BER 
可 数 的 。(3) 设 (OX 0» ) el 是 第 二 可 数 不 分 明 拓 扑 空间 的 不 可 数 族 ， 合 于 (i) 其 中 每 一 
个 均 不 是 平庸 的 或 粘 块 的 ，(ii) 在 每 一 个 〈X,，,r》 内 ,对 于 任意 UEtr 且 Us ,存在 xEX 
使 U(x) = 1， 则 积 空间 x el (X) 不 是 第 二 可 数 的 。(4) 本 文 关于 C 一 紧 性 和 可 数 紧 性 的 
两 个 定理 ， 已 在 $ 6 内 论 及 。 

1974 年 ， 文 [15) 中 关于 不 分 明 积 拓扑 方 面 有 下 述 的 结果 ，(1) 设 {(X,r } e E CI 
不 分 明 拓扑 空间 的 可 数 族 ， 则 积 空间 Xer (X,ry 是 Ci 的。(2) E (OC } ei 是 C, 不 分 
明 拓扑 空间 的 不 可 数 族 , 合 于 :〈1) dg OC 均 不 是 平庸 的 或 粘 块 的 , 即 对 于 每 个 ET， 
THEU, €x, HEU 20, X, GD 对 于 每 一 个 1E7T， 存 在 一 个 不 分 明 点 € te. Wp =N 
Pp) ÈX eX, 内 的 一 个 不 分 明 点 ，(iii) 在 每 一 个 《X,,T,) Vl, XT EXUCLBH 
U à EE x € X, 使 U(x) =1, 则 积 空间 Lei OX ti) 不 是 Ci 的 ,(3) 设 每 一 个 《XT》， 
i=1,…n， 是 局 部 紧 的 不 分 明 拓扑 空间 ， 则 Xs) 是 局 部 紧 的 。 一 个 不 分 明 拓扑 空间 
《X，,T》 叫做 局 部 紧 的 人 这 对 于 X 的 每 一 个 不 分 明 点 e 存 在 一 个 4Er， 使 eE4 是 C 一 紧 
的 。 

1976 年 ， 文 [6],[29] 对 于 不 分 明 积 空间 给 出 了 下 列 的 结果 (1D 设 {〈《X，,r》} e 是 一 
族 不 分 明 拓 扑 空间 ， 当 《Xiyri> 是 满 层 空间 时 ， 则 相应 的 投影 P,: CT GO TT) 是 
FRN (D 不 分 明 积 空间 x QG 0 中 不 分 明 网 S = (Sein € D } 收敛 于 不 分 HA e m 
对 每 个 投影 PIXXX, X EARAHRI PoS = (PCS On € D 收 笋 于 天 上 的 不 分 明 点 
PG), (3) 设 坐标 空间 (X0? GED 中 至 少 有 一 个 是 准 了 空间。 则 乘积 空间 X 0608 
是 准 T。 的 。(4) HEA OG 0 GEDAIET' CORT, 空间 时 ， 积 空间 关 GG DAT. 
ARET) 空间 。(5) 不 分 明 积 空间 女 CX isti) ÆT: 空间 人 > 每 一 个 (X 0 08 Ti. 
空间 。(6) 为 着 便于 氢 述 不 分 明 Cu 空间 的 可 乘 性 定理 ， 先 引入 下 列 概 念 : EX, 仅 以 
在 X 上 取 常 值 的 若 于 不 分 明 集 为 开 集 ， 则 称 《XX,t》 为 粘 层 空间 ， 特 别 当 《XX,t) 仅 以 中 及 

.大 为 开 集 时 ， 这 种 粘 层 空间 叫做 粘 块 空间 。 下 述 结果 是 关于 不 分 明 Cu 空间 可 乘 的 充 要 条 件 

是 文 C162 的 定理 2,2 和 定理 3.3 的 加 强 。 RREA X OX 0 是 不 分 明 Cu 空间 当 和 且 仅 当 每 
一 个 因子 空间 X st) 是 不 分 明 Cu 空间 ， 且 除 可 数 个 外 ， 诸 因子 空间 都 是 粘 层 空间 。 

在 文 15] 中 定理 6,1 和 定理 6,2 给 出 那里 定义 的 C, 空间 积 空间 的 部 分 结果 。 但 那里 定 
义 的 C, 空间 ， 不 以 分 明 拓 扑 学 中 C 空间 为 特 款 ， 而 且 所 得 结果 并 非 充 要 条 件 。 文 (5] 用 的 
C1 与 重 一 C1 空间 C 即 Q 一 C, 空间 ) 皆 以 分 明 拓扑 学 中 C, 空间 为 特 款 ， 对 于 ORC. 空间 给 
出 可 乘 的 充 要 条 件 ， 对 于 C, 空间 ， 给 出 可 委 的 必要 条 件 ， 并 构造 一 反例 ， 证 明 ， 一 般 来 讲 ， 
两 个 C, 空间 的 乘积 未 必 是 C, 的 。 这 些 结果 可 表 为 下 列 的 陈述 ，(1) 设 每 一 个 《XX,+)(i E71) 
是 重 一 C, 空间 (或 C, 空间 D, ARZA X QC o 是 重 一 C, 空间 ( 相应 地 ，C, 空 间 )， 


iM. 


则 坐标 空间 中 除 可 数 个 外 都 是 粘 层 空间 。(2) UE OX ,+,》 ,er 是 重 一 C, 空间 族 ， 且 其 中 除 可 
数 个 外 都 是 粘 层 空间 ， 则 积 空间 X (X, 是 重 一 C, 空间 。(3) 存在 不 分 明 空间 OC 0) 


(i=1,2) 都 是 Ci 空间 与 Cu 空间 ， 但 积 空间 X, Xa 0 X t) 不 是 C: 的 。 

文 55] 还 讨论 了 不 分 明 积 空间 的 可 分 入 和 连通 性 。 为 着 叙述 这 些 结果 ， 先 给 出 祖 关 的 概 
Be FIRA Q= {et} er 族 称 作 不 分 明 拓扑 空间 (XX,t) 的 型 集 全 > + 中 每 个 非 空 的 开 集 
BEA HEA, QWE, O HEAR m + 中 每 个 非 空 的 开 集 与 吕 中 某 点 相 重 。 可 
以 举例 说 明 稠 集 与 重 秋 集 在 概念 上 互 不 蕴含 。 不 分 明 拓扑 空间 AXA, T) 叫做 可 分 的 (或 重 可 
分 的 ) > (X,t) 具有 可 数 个 不 分 明 点 组 成 的 稠 集 相应 地 ， 重 稠 集 ) 。 虽 然 , 稠 集 与 重 稠 
集 概念 不 存在 萄 含 关 系 ， 但 可 证 明 : (X, o 是 可 分 的 当 且 仅 当 《〈X,r》 是 重 可 分 的 。(1) 设 每 
Ay OC o1 0 vei 是 可 分 的 且 card 28 8k. URR X KORTS DXX, 0 


ATAN, KREA QC ut 中 存在 彼此 不 相交 的 开 集 U ,与 V， 则 每 个 (六 ,rt) 是 可 分 的 ， 
H card 28 9, (3) 不 分 明 拓 扑 空间 X,t) 中 不 分 明 集 A, 与 A4. 称 作 重 一 隔离 的 < 之 
存在 x— HIR H.2ACiT 1,20  Hif4i =H: NA. (Xo 中 一 个 不 分 明 集 DRE 
不 连通 的 < 在 不 分 明子 空间 D。= suppD 中 有 非 空 集 4 与 B 是 重 隔离 的 ; 且 D= AUB, 


而 4 与 8 是 4 与 8 的 自然 延 拓 。 不 是 不 连通 的 集 称 作 连 通 集 。 于 是 我 们 有 这 样 的 定理 。 


XIX it) 是 连通 的 «Osram. 


1974 年 ， 文 C162 引进 了 不 分 明 商 拓扑 和 商 空间 的 概念 ， 并 将 [13] 的 第 三 章 定理 8,9， 
10 推广 至 不 分 明 拓扑 中 ， 设 《XX,t) 为 不 分 明 拓 扑 空间 ，R 是 关上 一 个 等 价 关系 ，X/R 表 
Gulf. PiX—X/R 表示 商 映射 ， 易 见 基 /RR 上 不 分 明 集 族 U={BIBCX/R 合 P-!(B) 
E 趾 是 一 个 不 分 明 拓 扑 ，(*/x，U ) 称 作 《XX,t》( 关于 商 映 射 P ) 的 商 空间 ，U 称 作 商 拓 
扑 。(1),(i) 商 拓扑 是 使 商 映射 已 不 分 明 运 续 的 最 大 的 不 分 明 拓扑 ;(ii) 设 《CY ,v》 是 一 个 不 
分 明 拓扑 空间 。 设 g 是 从 不 分 明 商 空间 《XX/R,U》 到 《Y ,v) 的 一 个 映射 ， 则 g 是 不 分 明 连 
续 的 < 之 goP 是 不 分 明 连 续 的 。(2) 设 f 是 从 不 分 明 拓扑 空间 《XX,t》 到 不 分 明 拓扑 空间 
《Y ,6》 的 连续 满 映射 合 于 ，f 或 是 不 分 明 开 的 或 不 分 明 闲 的， 则 在 X 上 存在 一 个 等 价 关系 
RAE (Y ,6) 不 分 明 胚 于 不 分 明 商 空间 《*/,U》。(3) 为 着 给 出 第 三 个 结果 ， 先 介 定 如 下 概 
念 。 设 4 是 不 分 明 拓扑 空间 OG 0 的 不 分 明 集 ， 设 中 是 汰 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 设 
D =《X,) ,ei 是 由 尽 给 出 的 一 个 分 解 ( 即 ，x,y EX<> x, y JE R 一 相关 的 》。 现 介 定 两 个 
新 的 不 分 明 集 A,A: AF: 

AGO = sup Aly) , x€X, 


Alx)=inf AWD) ， x€X, 
vex, 


A A 分 别称 作 AMO E. TRARR. SZARE UUPRERUOR AER REA, 0030 
其 不 分 明 商 空间 C/U 的 投影 ， 则 下 列 三 条 等 价 : O 卫 是 开 的 ; (ii) 如 果 4 是 了 一 开 
的 ， 则 4 的 上 不 分 明 集 ALIE + 一 开 的 ，(iii) 如 果 4 是 + 一 闭 的 ， 则 4 的 下 不 分 明 集 A 
是 + 一 闭 的 。 ` 
如 果 将 上 述 定理 中 (i)，(ii)，(iii) 的 “ 开 ” 与 “ 闭 ” 互 换 ， 其 结果 仍然 等 价 。 
.48 * 


” 文 55 推广 了 文 [13] 的 定理 3.11 和 定理 3.12， 给 出 了 下 列 两 个 结果 (1)、(i) dn 
不 分 明 商 空间 xz/a,Uy》 JE T, 空间 ， 则 尺 是 积 空间 (X ,ty x 《X,t) 中 的 闭 子 集 ，(ii) 如 果 
X 上 的 等 价 关系 有 R 是 (X,r》x《X，r》 的 闭 子 集 , 而 X->x/x 的 商 映射 P ER, N/R U 
AT, 的 。(2) RAHE BXD ARARE, DHX ERA 分 解 ， 若 对 任 
一 在 D 中 某 集 上 取 常 值 ， 在 其 他 处 取 零 信 的 不 分 明 集 D， 以 及 + 中 包含 D 的 任 一 开 集 U 都 
存在 + 中 的 V 使 DCVCU。 且 V 在 D 中 每 个 集 X, 上 取 常 值 ， 则 称 D 为 《XX,t) 的 一 个 
上 半 连 续 分 解 。 于 是 第 二 结果 可 述 为 ， 设 《X,t) 为 不 分 明 拓扑 空间 ，D 是 上 的 分 解 ， 则 
D 为 上 半 连 续 分 解 <> HEH P: (X, D/U RAR. 


$8 分明 拓扑 空间 与 不 分 明 拓扑 空间 的 关系 


1973 年 ， 文 [14] 由 分 明 拓扑 空间 ， 导 出 了 一 个 特殊 的 不 分 明 拓扑 空间 C 叫做 半 连续 不 

分 明 拓扑 空间 ) 这 一 事实 已 在 8 6 中 论 及 ，1975 年 ， 文 C260 直接 用 下 半 连 续 函 数 族 界 ET 
与 上 述 空间 等 价 的 诱导 不 分 明 拓 扑 空间 。 设 (X ,Ty 是 分 明 拓扑 空间 ， 正 (T) = 人 
sc 


C0,D), CH FCODZE X 内 的 一 切 下 半 连 续 不 分 明 集 的 总 体 ) 称 ' 作 六 上 的 诱导 不 分 明 拓 
扑 。( 实际 上 容易 证 明 ， 严 (T) 是 义 上 的 一 个 不 分 明 拓 扑 ) 。 对 于 这 特殊 的 不 分 明 拓扑 空间 
(C, FCD) 的 性 质 研 究 ， 往 往 归结 到 拓扑 空间 (X, T) 内 相应 性 质 的 研究 上 去 。 例 如 
A€F(O) €» 6,0) = ix €XLAGOPTEET, X im fà OCGFO) Y ,FQOD) 是 不 分 
明 连 续 的 ， 当 且 仅 当 
fi (X, DY ,UU) 是 连续 的 。 

这 样 便 建立 了 分 明 拓 扑 空间 与 一 类 特殊 的 〈 由 原 空间 诱导 出 来 的 ) 不 分 明 拓扑 空间 的 某 些 关 
系 。 

1975 年 ， 文 [12) 对 分 明 拓 扑 空间 与 不 分 明 拓 扑 空间 之 间 的 关系 进行 了 两 个 方面 的 研究 。 
一 方面 继续 对 诱导 不 分 明 拓扑 作 了 进一步 的 探讨 ， 得 到 更 多 的 结果 。 另 一 方面 的 工作 从 某 种 
意义 上 来 说 与 前 者 的 工作 方向 是 相反 的 ， 第 一 方面 的 工作 是 预 给 出 一 个 分 明 拓扑 空间 (X,T) 
诱导 出 一 个 特殊 的 不 出 明 拓 扑 空间 ，《X,F(T)》, 而 把 这 特 珠 的 不 分 明 拓 TRE IRI OX F (TO) 
的 研究 ， 归 结 到 原 给 的 分 明 拓扑 空间 (X T ) 上 去 ， 第 二 方面 的 工作 方向 恰恰 相反 , 预 给 出 
一 个 一 般 的 不 分 明 拓扑 空间 《七 ,T》 用 某 各 方式， 诱导 出 一 个 特殊 的 分 明 拓 扑 空间 ， 而 把 预 
给 的 不 分 明 拓扑 空间 的 研究 归结 到 诱导 出 来 的 分 明 空间 上 去 。 这 样 就 建立 了 一 般 的 不 分 明 拓 
扑 空间 与 某 些 特殊 的 分 明 拓扑 空间 之 间 的 联系 。 但 两 个 方面 的 工作 都 有 一 个 共同 特点 ， 就 是 
要 把 不 分 明 空间 的 研究 。 归 结 到 分 明 拓 扑 空间 上 去 。 

由 于 文 C12) 的 内 容 较 多 ， 全 文 又 尚未 整理 ， 这 里 只 作为 举例 简介 下 列 的 一 些 结果 。 

dX ,D 是 一 个 分 明 拓 扑 空间 ，F (T) 是 T 的 诱导 拓扑 ， 则 (X,F (T) ) 是 第 二 可 数 
的 <> (X,T) 是 第 二 可 数 的 。CX,F(T)》 是 正规 的 ( 即 ， 对 于 任意 的 F(T) 一 闭 集 已 
F(T) —3HRU & Y. FCU 3 OEF(T) 使 FCOCOCU) $> (X,T) RE US, fa 
《X,F(T)》 & 《Y ,FQD) 是 开 ( 或 闭 ) 映射 <> fi (XT) &» (OY ,UO) &3F E 
地 、 闭 ) 映射 。 

关于 文 [12] 第 二 方面 的 结果 ， 可 以 举 出 下 面 的 一 些 例子 。 

«467 


EC O BARA REER, FA AEO, DM rE 0,1, o: lA) - (Ix € X 
LAr}, «CO do (1G C tj。 显然 ， 对 于 每 个 rE O,D, CO 是 六 上 的 一 个 分 明 
Hih uCO dub u(t) 也 是 无 上 的 一 个 分 明 拓 扑 。 所 以 任 予 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 ， 可 


以 诱导 出 一 族 分 明 拓扑 空间 (OX ou COD Fe coo o» M E Sn 容易 看 出 : 
r sl 


TCF(GG)) 

ARIRE ERA , o) DECRE IU € = Fu), (X, ORKER 488 eu G0) 
的 元 U 的 特征 函数 bo € *。 对 于 良好 的 拓扑 空间 OX» 可 以 证 明 ， 对 于 每 一 个 rE (0,1)， 
u(t) =u(T)。 对 于 良好 拓扑 ， 有 如 次 的 刻 划 : (OX, 是 一 个 良好 的 不 分 明 拓扑 空间 m X 
于 每 一 个 UEu(r) 和 YE(0,1)，fu,，Er， 这 里 ~ 

f 当 xEU 时 

fo»G) = 

lo 3 x€U 时 。 

在 〈《X,r》( 不 分 明 拓扑 空间 ) 与 其 诱导 出 的 分 明 拓 扑 空间 OX u CO 之 间 有 许 多 性 质 
上 的 关系 ， 例 如 ( 卫 ,u《(T) ) 是 连通 的 ， 则 《六 ,+r》 也 是 连通 的 ， 即 qx 不 能 表 成 两 个 不 相交 二 
分 明 闭 集 之 并 。 若 Y 是 良性 的 ， 则 OC o EMAS CX Su COO il, S OC 为 第 二 
TRR, WU CX u CO ) 也 是 第 二 可 数 的 。 如 果 + 是 良性 的 ， 这 个 结果 之 逆 也 是 真 的 。 

为 着 讨论 不 分 明 拓扑 的 局 部 性 质 ， 先 由 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 诱 出 另 一 个 分 明 拓扑 空间 。 
d pex. EX EARRAN, AEO, RE: PASIA), KASS 
1X AG) pP A EDA) AUC 3) ETHR 8 — 4754) Bd FAR, Us 
tF, FCU, i CF,U) - (p* G,DI FX pU GU), ={p= GoD | pU, 
RG o = LFE pb HUP CF 1,,U 40 NFU) = (F, UF: U, NU: ) ,因此 X x 
《0,1] 上 的 集 族 (U8,U) QUU) CP po | F^ ,U € «)JEX x (0,1] 某 一 分 明 拓扑 ( 记 作 r@ 
(0,122 的 基 ， 于 是 由 预 给 的 不 分 明 拓扑 空间 ， 诱 出 了 一 个 分 明 拓扑 空间 (Xx (0,12. 009 
(0,1]。 显 然 汪 上 所 有 不 分 明 点 所 构成 的 集合 与 头 x (0,1] 成 一 、 一 对 应 ， 因 此 一 个 不 分 明 
Jp Got SPIUSTI-RBUX x (0,1) 的 一 个 点 ， 反 之 亦 然 。 针 上 的 不 分 明 拓 扑 + 与 蔷 X 
(0,12 上 的 分 明 拓扑 169 (0,10 有 着 特殊 的 联系 。 用 ( 鲜 x (0,1);+@(0,1) ) 的 某 些 (局 部 ) 
性 质 来 界定 OX, 的 局部) 性 质 。 例 如 文 C120 中 ， 称 不 分 明 拓扑 空间 OC, HT G= 
1,2,3,4) 的 当 且 仅 当 分 明 拓扑 空间 (Xx (0,1],rQ@(0,1)) 3€ 7,7 1,2,8,4) 的 ， 由 此 也 
可 导出 有 关 (X,t) 的 分 离 性 一 些 结果 。 但 这 种 由 相关 联 的 分 明 拓扑 0,1 所 界定 的 性 
质 ， 对 不 分 明 拓扑 空间 (X,r) 的 内 在 特征 尚 缺乏 探讨 。 

不 分 明 拓扑 学 的 研究 在 国内 开展 的 时 间 虽 然 不 长 ， 但 发 展 似乎 较 快 。 一 方面 参加 这 方面 
工作 的 同志 逐渐 增多 ， 新 的 成 果 也 不 断 出 现 ， 仅 在 1979 年 九 月 在 芜湖 举行 的 全 国 拓扑 学 学 
术 报 告 会 上 就 新 提出 了 这 方面 的 论文 多 篇 ( 见 C33] 一 (41] ) ， 由 于 篇 幅 的 限制 ， 未 能 在 本 文 
内 对 这 些 论文 的 内 容 进行 介绍 。 我 们 将 在 本 文 ( 工 ) 中 继续 阐述 。 
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不 分 明 拓扑 空间 中 紧 性 与 TuxoHob) 1979 年 全 
国 拓扑 学 术 报告 会 印发 资料 ) 

不 分 明 单位 区 间 的 紧 性 的 一 个 问题 C 同上 ) 

不 分 明 抵 扑 空间 的 分 离 公 理 与 紧 性 ( EO 同上 
不 分 明 仿 紧 空 间 (同上 》 

拓扑 分 子 格 ( 1 ) AE) 

不 分 明 拓扑 空间 的 局 部 紧 致 性 (同上 ) 

Fuzzy 拓扑 空间 (X,o(r)) 与 拓扑 空间 (X,r) 的 比较 (同上 ) 
不 分 明 拓 扑 学 中 的 一 个 嵌入 定理 (同上 ) 

关于 不 分 明 集 的 不 分 明 边界 

一 类 不 分 明 扑 拓 空 间 1 ， 工 
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EON E 
L.A.Zadeh 


模糊 集 是 具有 连续 隶属 度 的 集合 。 这 样 的 集合 用 隶属 〈 特征 ) 函数 来 阐述 ， 该 函数 对 每 
一 客体 分 配 一 个 值 域 是 [ 0 ，1 ) 的 隶属 度 。 象 并 ， 交 ， 补 ， 关 系 ， 凸 度 等 等 所 包含 的 概念 
被 扩展 到 模糊 集 上 ， 而 且 ， 在 模糊 集 意义 下 建立 了 这 些 概念 的 各 种 性 质 。 特 别 是 在 勿 须要 求 
模糊 集 是 离散 的 情况 下 证 明了 凸 模糊 集 的 分 离 理论 。 


I 引 论 


通常 ， 在 实际 的 物理 空间 里 所 遇 到 的 客体 类 没有 清楚 地 定义 隶属 的 标准 。 例 如 ， 动 物美 
无 疑 是 包含 狗 、 马 、 鸟 .等 等 ,而 不 包含 石头 液体 ,工厂 等 等 客体 。 然 而 , 象 海 盘 车 (Starfish)， 
细 半 等 等 这 样 的 客体 相对 于 动物 类 而 言 是 含糊 的 。 同 样 的 含糊 也 出 现在 数字 的 情况 ， 例 如 ， 
10 是 否 属于 比 1 大 得 很 多 的 所 有 实数 “类 ， 是 含糊 的 。 

显然 ，“ 所 有 比 1 大 得 多 的 实数 类 ”或 “美丽 的 女人 关 ?” 或 “高 个 子 人 类 ”， 这 些 类 就 
其 数学 意义 而 言 不 能 去 构造 一 些 类 或 一 些 集合 。 到 目前 为 止 ， 在 人 类 的 思想 范 固 内 ， 特 别 是 
到 模型 识别 ， 信 息 传输 和 “抽象 ”的 领域 里 这 种 不 明确 “类 ”的 定义 起 了 重要 的 作用 。 

本 文 的 目的 在 于 用 初步 的 方法 来 研究 一 些 基本 性 质 以 及 顾 念 的 含义 ， 如 果 这 些 概念 可 以 
用 来 处 理 以 上 所 引用 的 类 的 话 。 上 述 的 概念 是 指 模糊 集 '… 的 概念 ， 即 , 它 是 具有 团 连 集 的 类 
的 隶属 度 。 正 如 以 后 我 们 将 看 到 的 。 模 糊 集 的 概念 为 概念 的 结构 C Framework ) 构成 提供 
了 适宜 的 起 点 ， 在 许多 方面 概念 的 结构 类 似 于 普通 集合 所 使 用 的 概念 的 结构 ， 但 是 前 者 比 后 
者 更 为 普 记 ， 并 且 可 以 有 力 地 证 明 它 具 有 比较 宽 阅 的 适用 范围 ， 特 别 是 在 图 象 分 类 和 信息 加 
工 领域 里 。 本 质 上 来 说 ， 这 样 的 结构 为 处 理 一 些 问题 提供 了 自然 的 方法 ， 在 这 些 问题 中 不 明 
确 的 原因 与 共 说 是 随机 变量 的 出 现 ， 不 如 说 是 缺乏 类 隶属 的 明显 的 定义 准则 。 

我 们 用 几 个 基本 的 定义 来 开始 讨论 模 由 集 。 

《1 ) 这 些 概念 在 “现代 分 类 ”的 一 类 问题 姜 述 中 的 应 用 是 在 RAND Memorandum 


RM 一 4307 一 PR“ 抽 象 概念 和 图 象 分 类 ”里 所 描述 。 
作者 是 R.Bellman, R.Ralabaand L，A.Zadeh 1964。 


Y 定义 
4 X 是 一 个 点 (客体 (Object) 的 空间 ， 用 x 表示 X 的 一 个 普通 元 素 ,， 于是， 
X= {x}。 


X 的 一 个 模糊 集 ( 类 ) 通过 一 个 隶属 ( 特征 ) 函数 f、( x ) 来 阐述 ，f，( x ) 使 X 内 的 
每 一 点 ,与 区 间 0 ，1 ) 内 的 一 个 实数 相对 应 ， 用 点 x 的 f,(x) 的 值 来 表示 A 内 x 的 


， 本 文 是 为 了 方便 读者 由 别 的 译文 集 转载 。 转 载 时 征 得 原 译 者 同意 。 但 译名 未 作 统一 。 
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隶属 度 The “Grade of membership? ) 。 因 而 ，f,(x) 的 值 越 是 接近 于 1，A 内 x 的 
隶属 度 就 越 大 。 当 A 是 通常 意义 下 的 集合 时 , 它 的 隶属 函数 仅仅 能 取 0 和 1 两 个 值 ,f(x) = 1 
或 者 f\(x) = 0 取决 于 x 属于 或 不 属于 A。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 fx) 成 为 我 们 所 热 悉 的 集 
f A 的 特征 函数 ( 当 有 需要 区 别 普通 集 和 模糊 集 时 。 只 有 二 个 值 的 特征 函数 的 集合 ( 特征 函 
数 的 定义 域 ) 将 被 认为 是 普通 集 或 简单 集 ) 。 
Bl. 令 X 是 实 轴 及:， 以 及 令 A 是 “ 比 1 大 得 很 多 的 ” 数 的 模糊 集 。 然 后 ,我 们 就 能 够 
用 指定 的 f(x) 给 出 A 的 明确 的 特征 作为 R， 上 的 函数 。 这 样 的 函数 所 表示 的 值 可 以 是 ， 
f,.(0)=0, fa (1) =0; f, C5) =0.01; 
1,C10) 70,2 f, (100) 70.95; f,C5000 7 1, 
应 该 注意 ， 当 X 是 可 数 集 时 ， 虽 然 模糊 集 的 隶属 函数 与 概率 函数 有 些 相似 (或 者 当 X 是 
闭 连 集 时 ， 与 概率 密度 函数 相 类 似 )， 但 是 在 这 些 概念 之 间 存 在 着 本 质 上 的 区 别 ， 以 后 一 旦 
建立 起 隶属 函数 所 具备 的 规则 和 它们 的 性 质 时 ， 这 些 区 别 将 显得 比较 清楚 了 。 事 实 上 ， 模 糊 
集 的 概念 根本 不 是 统计 学 的 概念 。 
围绕 以 包括 模糊 集 的 几 个 定义 作为 我 们 的 开始 ， 这 些 定义 是 普通 集合 上 相应 定义 的 明显 
开拓 。 
一 个 模糊 集 是 空 的 当 且 仅 当 它 的 隶属 函 数 在 X 上 恒 等 于 零 。 
两 个 模糊 集 A 与 B 相等 〈 记 作 A- BO 当 且 仅 当 对 所 有 的 xEX,fwCx)=feCx) 成 
立 。( 以 后 ， 我 们 将 更 简单 地 写成 f=f,， 以 此 来 代替 “fax fax) 对 所 有 的 
x€X" ) 。 
A! 表示 模糊 集 A 的 补 集 ， 而 且 定 义 为 
fitm ffi (1) 
正如 普 远 集合 一 样 ，“ 包 含 ” 的 概念 在 模糊 集 的 情形 中 也 起 了 重要 的 作用 ， 这 个 概念 和 
有 关 的 “并 ”和 “ 交 ?” 的 概念 定义 如 下 。 
包含 。B 包含 A( 或 者 等 价 地 说 ，A 是 B 的 子 集 ， 或 者 A 小 于 等 于 B ) 当 且 仅 当 fsfve 
用 符号 表示 为 : 
.OACB <> f<f， (2) 
并 。 分 别 相应 于 隶属 函数 f、( x ) A fa x ) 的 模糊 集合 A 与 B 的 并 是 模糊 集 C ， 记 作 
C= AUB。 集合 C 的 隶属 函数 通过 
fcCx) =max{f, GO, (x2 } x€x (3) 
与 A 和 了 B 的 隶属 函数 联系 起 来 。 
或 者 简写 为 
fco fo VÍ. (4) 
注意 ，U 具有 结合 律 的 性 质 ， 即 
AU (BUC) = (AUB) UC. 
注解 ， 更 直观 地 定义 并 的 方法 如 下 ， 
和 A 和 B 的 并 都 包含 A 与 B 的 模糊 集 之 最 小 者 。 更 明确 地 说 ,如 果 D 是 红包 含 A 与 B 之 任 
一 模糊 集 ， 则 D 亦 包含 A 和 B 的 并 。 A 
证 明 这 个 定义 等 价 于 ( 3 ) ， 首 先 ， 我 们 注意 到 用 ( 3 )EXISSES CH 3A T ASB, 


max ļ fa, fs tf, 和 max | fas fo} Zfa 
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因为 此 外 ， 如 果 DD 是 包含 A，B 二 者 的 任 一 模糊 集 ， 则 
fofa fi 
得 到 
fo>max į fas fs} =fe 
这 意味 着 CC D ， 证 明 完 毕 
我 们 可 以 用 类 似 的 方法 定义 模糊 集 交 的 概念 。 特 别 是 : 
Ze 分 别 相应 于 隶属 函数 f、( x ) 和 f，( x ) 的 模糊 集 A 和 B 的 交 是 一 个 模糊 集 C。 记 
作 C=ANB, 
C 的 隶属 函数 通过 
fcCx) =mindf, (x), f(x) P, x€X (5) 
Ju A 5j B 的 隶属 函数 联系 起 来 。 简 写 形式 为 
fea AD . 
正如 并 的 情况 一 样 ， 容 易 证 明 A 和 B 的 交 是 包含 在 A 里 又 包含 在 B 里 的 模糊 集 之 最 大 
者 。 与 普通 集合 一 样 ， 如 果 ADB 是 空 的 ， 则 A 和 B 是 不 相交 的 。 注 意 由 与 U 一 样 具有 结 
合 律 的 性 质 。 
图 1 说 明了 在 R' 上 两 个 模糊 集 的 交 与 并 。 并 的 隶属 函数 包含 在 曲线 段 1 和 2 内 ， 交 的 
BL EICO GEBE 3 和 段 4 内 


fat? p% 


图 1 ”在 R'! 中 模糊 集合 的 并 与 交 的 图 示 


注解 ， 要 注意 “属于 ”的 概念 在 普通 集合 中 起 了 主要 的 作用 ， 而 在 模糊 集 里 则 不 起 同样 
wH, Wit, BFT f, CO) 确实 存在 着 这 点 来 谈 点 x ( 属于 ) 模糊 集 A 是 没有 意义 的 ,更 
详细 一 点 说 ， 我 们 能 够 引出 两 个 水 平 a 和 B( 0<a< 1 ,9<B< 1，a>B) ,这 才 可 以 说 ， 

(1 ) 如 果 f。(x) 之 a， 则 “x 属于 A”。 

C2) &UR f, Cx 2 «B, M ^X RIF A”。 

C3) UR BÍ, Cx) Xa, M x 相对 于 A” 而 言 处 于 不 确定 状态 。 
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2E, MZAA: Tf, GO >a), Fef (QOO B0 RU CB, (x)<a) 导 出 了 
三 值 逻辑 Kleene, 19522, 


C10 更 一 般 地 说 ，f。( x ) 的 定义 域 可 以 限制 为 X 的 子 集 。 

(20 在 更 一 般 的 集合 里 ， 来 属 函数 的 值 域 能 够 取 合适 的 、 部 分 有 序 集合 P， 按 照 我 
们 的 意图 ， 把 f 的 值 域 限制 在 单位 区 间 是 合适 的 和 足够 的 ， 如 果 f\( x ) 的 值 表示 成 真 值 ， 
这 后 者 的 情况 相应 于 一 个 具有 O, 1) 区 间 上 真 值 的 连续 集 的 多 值 远 辑 。 


E U、mn 和 补 的 一 些 性 质 


由 (3)，(5) 和 (1 ) 所 定义 的 并 ， 交 和 补 的 运算 ， 普 通 集合 上 所 具有 的 许多 基本 性 
质 很 容易 扩展 到 模糊 集 上 。 例 如 ， 我 们 有 


(AUB)’=A’NB’) (7) 
} De Morgan fft 

(ANB)’=A’UB’J (8) 

CN CAUBD = (CNA) U CNB) (9) 

CU <ANB) = (CUA) N (CUB) a0) 


按照 对 于 A，B，C 的 隶属 函数 所 相应 的 关系 式 是 一 致 的 说 法 ， 这 些 等 式 和 类 似 的 等 式 

很 容易 建立 起 来 。 例 如 ， 在 《7 ) 式 的 情况 下 ， 我 们 有 
1 -meaxCf,, fa) =minC 1 ~-{,, 1-52 an) 

用 两 种 可 能 的 情况 ，fA(x >b GO 以 及 f、 GO «f x ) 去 查证 是 容易 证 明 上 式 为 人 
等 式 。 

类 似 (10) 的 情况 中 ，f,，f， 和 f 的 相应 关系 式 是 ， 

max Cfe, mintf,, £23) = min ( maxCfc, f, J, maxCfo, fo) Jene a2) 
根据 所 考虑 的 以 下 六 种 情况 能 够 证 明 上 式 是 恒等式 ， 

ADD fex) fi OO fea fx) fax) >f x) fela) 

fD fex TÉ (x). felx) f xD falx) fe Ca) >fal(x) >f (x) 

从 本 质 上 米 说 ，X EMSRNHR EUR TIGRE 0 和 1 的 分 配 格 。《 Birkhoff，1948 ) 

并 和 交 的 说 明 《 解释 ) 

在 普通 集合 情况 中 ， 一 系列 集合 Ai，A:……A,，……A, 经 过 口 和 站 而 得 到 的 族 可 用 集合 
C 来 表示 ， 它 提 述 了 开关 a1……，a. HAM, MA NA MA UA, 分 别 相应 于 ,与 ai 
的 串联 和 并 联 的 组 合 。 在 模糊 集 的 情况 中 ， 我 们 能 够 用 “第 子 ”的 术语 来 给 出 类似 的 措 述 。 
明确 地 说 ， 令 [，( x ) ，i = les n, RRRA A. 在 点 X 的 隶属 函数 的 值 。 把 1，( x ) 与 
BARALAY L OO WEF S: OO 联系 起 来 ,从 而 ,fC x VE GO ODAN 
分 别 相应 于 S: CO, S, Cx 的 并 联 和 串联 的 组 合 。 正 如 在 图 2 里 所 说 明 的 。 

更 一 般 地 说 ， 包 含 Ai，……A.，U， 与 由 的 “并 ”格式 的 表示 对 应 于 得 SS GO s 
S. Cx 的 一 个 网 ， 对 于 开关 电 络 通过 党 规 综合 技术 就 能 求 出 这 样 的 网 。 例 如 一 个 非 党 简单 
的 例子 ， 

C= CA,UADQ AD UA. as 
相应 于 图 3 所 说 明 的 网 。 
T 


要 注意 ， 依 赖 于 X nopprh fS RE TLAUIN IU AM 29 — A t e LAS UTE RTL. h 为 
fc《x) 的 一 个 单独 的 得。 


Sı 
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图 2 — 相当 于 和 人 的 得 的 并 、 串 联 


YX) 
sot pol” 
S3X 


图 3 HAF CÉLGOVÉLGO) ) Af GO Vf,(x) 的 第 的 网 络 


了 在 模糊 集 上 的 代数 运算 


除了 并 和 交 的 运算 之 外 ， 我 们 能 够 定义 一 些 其 他 方法 来 形成 模糊 集 的 组 合 以 及 使 它 的 彼 
此 之 间 建 立 联系 。 这 些 方法 中 比较 重要 的 在 以 下 叙述 。 
RARO. H AB 表示 A 和 -B 的 代数 积 ， 而 且 依 据 A，B 的 隶属 函数 ， 通 过 关系 式 
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fag = 和 fw (14) 
来 定义 。 
显然 ， 
ABCANB, (15) 
RAM. H A+B 表示 A 与 B 的 代数 和 ， 并 且 ， 若 是 f、+fs 小 于 或 等 于 1， 则 用 
人 = 十 fa ae) 
XEXE. AM, "EGERIT GÉGRRU, MIH £, G0 + fs(x)< 1 的 条 件 对 所 有 的 x 满足 
时 ， 代 数 和 才 是 有 意义 的 。 
绝对 差 。 用 |A - B| 表 示 A 与 B 的 绝对 差 ， 且 用 
f[A-B| 2 |f, - fs] 
来 定义 。 注 意 在 普通 集 的 情况 中 | 全 -~ B| 归 结 为 AUB EKRE ANB 的 补 。 
凸 组 合 。 两 个 向 量 f 和 e 的 凸 组 合 通常 是 指 具 有 A+ (1 -入 )g 形 式 的 {和 &g 的 线 
性 组 合 ， 其 中 0 < 入 < 1 。 这 种 f 和 e 组 合 的 模式 能 用 下 述 方法 推广 到 模糊 集 。 
4 A, B, FLA 是 任意 的 模糊 集 。 用 ( A，B，A ) 表示 A，B 和 AHDAS, HAX 
系 式 
CA, Bs A)=AA+A’B a7) 
来 定义 它 ， 这 里 人“ 是 人 的 余 。 对 于 隶属 函数 (17) 可 写 为 
fas m o0 =f G0f, G0) * C1-7£,600)f,G) x€X aa) 
A，B 和 A 凸 组 合 的 基本 性 质 可 表示 为 
ANBC CA, B; A) CAUB. (19) 
对 所 有 的 入 这 个 性 质 是 不 等 式 
min (f(x), fa(x) J NM (x) + (1 -Nin(x Cmax C falx), falx) J, 
x€x (20) 
的 直接 结果 ， 上 式 对 所 有 的 € CO , 1 2 成 立 。 给 出 模糊 集 C 使 其 满足 An BCCCAUB, 
我 们 总 是 能 求 出 一 个 模糊 集 人 使 得 C ( A，B， 和 A ) ， 看 到 这 一 点 是 有 益 的 。 用 


{fe(x) 一 fa(x) 


LOs T GO 


xEX (21) 


给 出 人 集 的 隶属 函数 。 

模糊 关系 。 关 系 的 概念 〈 函数 概念 的 推广 ) 可 以 自然 的 开拓 到 模糊 集 ， 而 且 对 模糊 集 理 
论 及 其 应 用 起 了 重要 的 作用 。 以 后 ， 我 们 将 只 定义 模糊 关系 的 概念 且 谈 到 一 些 有 关 的 概念 。 

通常 ， 一 个 关系 定义 为 有 序 对 的 集合 ( Halmos 1960) 即 ， 所 有 x 之 y 的 实数 有 序 对 x 
与 y 的 集合 。 就 模糊 集 而 言 ，x 上 的 模糊 关系 ( A Fazzy relation) RESEBLZEI X x X 
上 的 模糊 集 。 例 如 ， 这 关系 用 >y 表示 ，x，yER:， 可 以 把 它 认为 是 在 R* 上 的 且 具 有 
A 的 素 属 函数 f(x,y) 的 模糊 集 人 A， 它 存在 着 下 列 〈 主观 的 Subjeit ve ) 描述 值 ， 
fa (10, 5) = 0, fa C100, 10) 20.7; fa C100, 127 1, $55, 

更 一 般 地 说 ， 我 们 能 够 把 X 上 n 一 一 维 模糊 关系 定义 为 乘积 空间 XxX x……X 上 的 
一 个 模糊 集合 A. HARUKA, KREE f (xi，xa……xe) 其 中 x,EX， 
i=1, 2, 


De 
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在 二 元 的 模糊 关系 中 ， 用 B A 类 示 两 个 模糊 关系 的 合成 ( Composition) , 它 的 隶属 

函数 通过 下 式 与 A，B 的 隶属 函数 建立 联系 ， 
fu Gy) 7 supuminCf,(, v), fiCo,3) ) 。 注 意 合成 的 运算 具有 结合 律 。 
Ao (BoC) = CA9B) 9C, i 

由 映射 导出 的 模糊 集 (Fuzzy Sets Irduced by mappings) $ T ÆA X 5j zs f 
Y 的 映射 。 令 B 是 Y 上 具有 隶属 函数 fa(7) 的 模糊 集 。 逆 映射 T 导出 了 X 上 的 一 个 模 
糊 集 A， 它 的 隶属 函数 用 下 式 定义 ， 

fœ =f),  y€Y (22) 
EX 上 对 所 有 的 用 T 把 它 映射 到 y 的 x 成 立 。 

现在 考虑 一 个 相反 的 问题 ， 如 果 给 出 了 X 上 的 一 个 模糊 集 A 和 映射 T， 如 前 所 述 ，T 
是 X 到 YY 的 喘 射 。 这 个 问题 是 ， 由 映射 导出 了 Y 上 的 模糊 集 B， 它 的 隶属 函数 是 什么 
wE? 

如 果 T 不 是 一 一 对 应 的 ， 当 两 个 或 者 更 多 的 X 上 的 在 A 中 具 不 同 的 隶属 度 不 同 点 ， 
比如 说 xy 和 xs， 它 被 映射 到 Y 中 同一 个 点 y， 于 是 就 出 现 了 含糊 性 。 在 这 种 情况 下 ,这 问 
JR. 在 B 中 y 有 多 大 的 隶属 度 ? 

解 这 个 含糊 性 ， 我 们 约定 把 两 个 隶属 度 之 较 大 者 分 配给 y。 更 一 般 地 ,B 的 隶属 函数 将 用 

fa(y) = max fosy EY (23) 


xer^ ! (1) 
XX. 这 里 TEX 中 的 集合 ， 如 果 T 把 该 集合 映射 到 Y 内 。 
《1I) 二 元 的 代数 积 是 和 人 A 四 B =(A’B’)'=A+B-ABC H T.Cover 指出 这 点 ) 。 
注意 普通 集合 人 \ 与 代数 积 是 等 价 的 运算 ， 正 知 U 和 @ 一 样 。 


| 性 


正如 以 后 将 看 到 的 ， 用 你 持 普通 集 的 凸 性 所 具有 的 许多 性 质 的 这 种 方法 能 够 容易 地 把 凸 
性 的 概念 开拓 到 模糊 集 上 。 包 括 在 图 象 分 类 ,优化 和 有 关 问 题 等 等 的 应 用 中 ,这 个 概念 的 出 现 


是 特别 有 用 的 。 

在 下 文中 ， 我 们 具体 假设 X 是 实 欧 几 里 得 空间 E*。 

XX. 

Atë: 

模糊 集 A 是 凸 的 ， 当 且 仅 当 用 下 述 定义 的 集合 对 于 所 有 的 a€ 5 0 ，1 ) 而 言 是 凸 的 。 
Ta= {1xlfe(x) 伴 cf (24) 

一 个 可 选择 的 而 且 更 为 直接 的 定义 如 下 4 A 是 是 的 当 且 仅 当 
fa {àx C1 -Nx 2Zmin d í Qc), f.) (28) 


HNH xis XCX 以 及 对 所 有 的 EL0 ，1 成立。 注意 ,这 个 定义 并 不 意味 着 :{A(x) 必须 
是 工 的 凸 函数 ， 这 点 说 明 见 图 4n= 1 的 情况 。 
说 明 上 述 二 者 定义 之 间 的 等 价 性 要 注意 到 如 果 A 在 第 一 个 定义 之 下 是 西 的 ， 且 有 
a7 £,G «f, 
则 由 Do 的 凸 性 定义 得 出 x.ETa 和 Xx,+ (1 -和 )x;ETa。 因 此 ， 
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fa {àx + C1 -30xi Za f, Gu) 9 min (fao), f(x2)) o 
相反 地 ， 如 果 A 在 第 二 个 定义 之 下 是 凸 的 ， 而 且 a=f,(x,)， 则 可 以 把 Ya 看 作为 所 
有 满足 f(x,) 之 f(x,) 的 点 之 集合 。 由 于 (25)， 具 有 形式 x,+ (1 -Ax (0 EX DB 
每 个 点 也 在 Ta， 因此 Ta 是 凸 集 ， 证 毕 。 
用 下 面 的 定理 表示 凸 模糊 集 的 基本 性 质 
定理 ， 如 果 A 和 B 是 凸 的 ， 则 交集 也 是 凸 的 。 
证 明 , 令 C=AnB， 因 而 有 


EA 


ilit 4A 


da O79 X3] 


图 4 在 EE! 上 同和 非 凸 模糊 集 
fc x, € C1 220x)2 


z2minjif, (Aix, C1 -30xi2 , fs (àx, +(1 22x) E (26) 
ME, MF ARI B 是 凸 的 ， id 
f, Ax +l 730xi2 Smin: fa(x), fa (aa) E , 
fid Ax, + (1 -3)xi2min | fi), fa(x:)) m 
因此 
fcd x, + (1 230xi2 Zmin d mia d fa(x 0, f(x2)) Hs 
min] fa(x,), fi(x)2 下 (28) 
或 者 等 价 地 
fc Ax, € C1 -A)x:) >min d mind f (x), fa(x1)) ， 
min] fa(x:), f(02 F (29) 
则 t 
fcd Ax, C1 -230xi2 Smind fc(x D,fc(x D F (30) 
证 毕 。 
"oM 


一 个 模糊 集 A 是 有 界 的 ， 当 上 且 仅 当 对 所 有 的 a0, 集合 Ta= 1xlf G02a 上 是 有 界 
的 。 即 ， 对 每 一 a>0， 存 在 有 限 值 Ra) >0， 使 得 对 所 有 的 xeTa， 都 有 1zxji 和 Ra) 成 
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立 。 

如 果 A 是 有 界 集 ， 那 么 对 任 一 8 之 0 ， 则 存在 一 个 超 平面 甘 使 得 f(x)<e 在 莫不 包含 
原点 的 一 个 上 的 所 有 x 都 成 立 。 
例如 ， 考 虑 集合 Fe = 1 x|f,(x) 之 E } ， 技 照 假设 ， 这 个 集合 被 包含 在 半径 为 R(E) 的 球 里 。 
令 H 是 所 假设 的 任 一 超 平面 ， 因 而 不 包含 原点 的 超 平面 HH 之 一 侧 上 所 有 的 点 都 处 在 外 侧 或 球 
上 ， 因 此 所 有 这 样 的 点 有 f(x) 志 E 成 立 。 

3[H. 4 A 是 一 个 有 界 模糊 集 ， 又 令 M = supxf,(x)〈 M 将 被 称 为 A 的 最 大 度 The 
maximal grade)。 则 至 少 存在 一 个 点 x。， 使 得 就 下 述 意 义 而 言 在 x。 是 “基本 达到 ”上 确 
界 M， 即 ， 对 每 一 E> 0 ， 对 每 一 个 x。 的 球形 领域 包含 了 集合 
QW) E= 1xlf,(x) 之 M -2+ 的 点 。 

证 明 "考虑 有 界 集 的 嵌 套 序列 ,TT,，…… ， 这 里 T.= | xlf G02M 
一 M/(n+ 1)}，n= 1 ，2……。 注 意 对 于 所 有 有 限 的 a, D. 是 非 空 的 ， 正 象 用 
M =supxf,(x) 定 义 M 的 理由 一 样 。 

4x, RD.HROn-1, 2, eee) ERARA, Wx Xy ven 是 有 解 闭 集 下, 里 
点 的 序列 。 按 Bolzano—— Weierstrass 定理 ， 这 个 序列 在 F, 里 至 少 存在 一 个 极限 点 。 比 
如 D, 中 的 xw。 因 此 xo 的 每 一 球形 邻 域 将 包含 了 序列 xy，x:，…… 的 无 穷 多 个 点 ， 而 更 特 
殊 地 ， 包 含 了 子 序列 Xni Xums cn 的 无 穷 多 个 点 ， 这 里 N 之 M/8。 因 此 ， 这 些 子 序列 
的 点 落 在 集合 Q(E)= 1 lf,(x) 之 M - 8 上 里 ， 引 理 证 毕 。 

严格 的 和 强 的 凸 ( Sterit and strong Conoexity ) 

一 个 模糊 集 A 是 严格 的 凸 ， 如 果 集 Da, 0 <a< 1 ， 是 严格 凸 的 〈 即 ,如 果 在 Fa 里 任 
意 两 个 不 同 的 点 之 中 点 位 于 Da 内 部 ) 。 注 意 ， 当 A 是 普通 集 时 ,这 个 定义 归结 为 普通 集 的 
严格 的 凸 定义 。 

一 个 模糊 集 A 是 强 凸 的 ， 如 果 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 以 及 开 区 间 (0 , 1 ) 内 任 一 数 入 有 

f, d Ax, (1 230xiJ >min {f(x1), fa(x:)) 。 
注意 强 凸 并 不 意味 着 是 严格 凸 ， 反 之 亦 然 。 还 要 注意 ,如 果 A 和 B 是 有 界 的 ， 那 么 它们 的 并 
和 交 也 是 有 界 的 。 类 似 地 ， 如 果 A 和 B 是 严格 地 ( 强 地 ) 是 的 ， 则 它们 的 交 也 是 严格 地 ( 强 ) 
凸 的 。 

4 A 是 凸 的 模糊 集 ， 又 令 M = sup. GO, WR A 是 有 界 的 ， 则 如 上 述 ， 或 者 是 在 某 
些 x “达到 ”上 确 界 ， 比 如 说 是 x。， 或 者 是 至 少 存在 一 个 点 x。 使 得 就 下 述 意义 而 言 在 x。 
“基本 达到 ”上 确 界 M， 即 ， 对 每 一 > 0 ， 每 一 个 x。 的 球形 邻 域 包含 了 集合 
Q(e) -x1IM-f,GO«e 上 的 点 。 特 别 是 ， 如 果 A 是 强 凸 的 ， 以 及 在 x。 达到 上 确 界 M， 
则 x, 是 唯一 的 。 因 为 ， 如 果 M = f, GO FIM = E, 0, XE xí exe BUS 
x20.540,.5x, B, A £,002M, 这 与 M = max LORETA. 

更 普通 的 ， 令 C(A) 是 X 中 能 “基本 达到 ”上 确 界 M 的 所 有 点 之 集合 ， 我 们 把 这 个 集合 
称 为 A 的 核心 (Core) 。 在 凸 模糊 集 的 情况 ， 我 们 能 够 断定 C(A) 的 下 列 性 质 。 

定理 ， 如 果 A 是 西 模糊 集 ， 则 它 的 核心 是 个 凸 集 。 

WA: 

如 果 在 ze 和 x, 基本 达到 上 确 界 M3x, 夺 x。, 则 具有 形式 为 x = 和 xo。+ (1 -)x,,0A«1 
的 所 有 点 x 上 也 是 基本 达到 上 确 界 M 的 。 
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MUS, 4 P 是 以 8 为 半径 ， 经 过 xs 和 x 的 连 线 为 加 的 贺 柱 形 。 $x 是 半径 为 8， 

球 心 为 x 的 球 内 的 点 ，xi 是 半径 为 8B， 球 心 为 xi 的 球 内 的 点 使 得 f. GM - 8 和 
í,aD2M-gir, FÈ, AM A 和 凸 性 ， 对 x3 xi 线段 上 的 任 一 点 我 们 有 
f,Q)ZM - 8。 此外， 利用 P 的 凸 性 ， 在 x3 xt 线段 上 的 所 有 点 将 位 于 了 内 。 

现在 ， 令 x 是 线段 x,x， 上 的 在 一 点 ， 则 这 个 点 到 线段 xi xi 的 距离 必须 小 于 或 等 于 ， 
这 是 由 于 xb x1 位 于 了 内 的 缘故 。 因 此 ， 一 个 半径 为 6、 球 心 为 x 的 球 至 少 包含 线段 xi x! 
一 个 点 ， 因 此 至 少 包 含 一 个 点 ， 比 如 说 w， 使 得 满足 f\(o) 之 M - E， 这 就 证 实 了 在 x 上 基本 
达到 上 确 界 M， 于 是 定理 证 毕 。 

推论 。 如 果 X = 下:， 以 及 A 是 强 凸 的 ， 则 基本 达到 上 确 界 M 的 这 种 点 是 唯一 的 。 

模糊 集 的 影 (Shadow ) 

FARE 上 的 模糊 集 ， 其 隶属 函数 为 f(x) =f、(x,，……,x。) ,为 六 简化 概念 起 见 ， 
人 在 超 平面 H 上 的 影 ( 投影 ) 的 概念 我 们 将 在 下 面 特殊 情况 — H 是 座 标 超 平面 ， 即 
Hes 1x|x,= 0 } 上 定义 。 

特别 是 A 在昌 = d xx, = 0 } 上 的 投影 定义 为 在 E^ 上 的 模糊 集 Sa(A)， 其 隶属 E 
3C co COF fsu oo (xx = sup f(xX1……X,) 给 出 ,注意 这 个 定义 与 (23) 是 一 至 
的 。 - 

交 A 是 凸 模糊 集 时 ，Ss(A) 的 下 列 性 质 是 上 面 定义 的 直 搜 结 果 ; 如 果 A EDU BUG 
则 它 在 任 一 超 平面 上 的 投影 也 是 核 焕 集 。 。， M : 

两 个 凸 模糊 集 的 投影 的 一 个 重要 性 质 是 用 以 下 结 伦 表 示 的 、 

Sa(A) = Su(B) 。 对 所 有 H= 太 = B, 

为 了 证 明 这 点 4 ,只 要 证 明 下 述 结论 就 足够 了 ， 如 果 存 在 一 个 点 ,比如 xo UR G0 
fi(xe), 则 存在 一 个 超 平面 H DUE us oo Gu 9e a ai 《xo*), 这 里 xo* 是 x。 在 H 上 的 投影 。 

Bk f Gu) =a>fa(x。) =B， 由 于 B EARME , 则 集 Ta = Ex E600 上 是 凸 的 ， 
因此 存在 一 个 支撑 P, (S48 SET, JERLHGIES xo. ARHUEIUT F, X4 xt Exo (EHE 
的 投影 ， 于 是 因为 fa(xz)<B 对 下 上 的 所 有 x 成 立 ， 则 我 们 有 fan GB, 5— 27, 
font (x09) 2a, 从 而 fast Ga*) = fsi ca (xse)。 而 县 可 以 业 似 明证 <B 的 情况 。 

以 上 的 推断 更 "" 般 化 的 形式 如 下 。 令 A 是 凸 模 燃 集 ， 但 必须 不 是 B， 又 令 
Su(A) = Sa(B) 对 所 有 的 H 成 立 ， 则 A = Conv B, XE Conv: B BH Pu. BAD 
的 最 小 凸 集 。 更 一 般 地 ， SCA) = Ss(B) 对 所 有 的 HH 成 立 ， 它 意味 着 Conv A = Conv B, 

凸 模糊 集 的 分 离 。《 Separation of Convex Fuzzy sets) 

普通 凸 集 的 古典 分 离 理论 主要 地 陈 术 为， 如果 信和 B AE RUBER, NGC HRS 
平面 H， 使 得 人 在 理 的 一 便 而 B 一 一 在 本 的 另 一 便 上 。 

自然 要 探讨 一 下 ， 是 否 能 把 这 个 理论 开 撕 到 覆 敌 凸 集 ,而 不 要 求 A 和 B 是 不 相交 的 条 件 ， 
BUSEMALON RU EA IURE, 以 后 我 们 将 看 到 ， 这 个 问题 的 问答 是 肯定 
的 。 

我 们 必须 建立 一 些 定义 作为 准 备 。 特别 是 ， 令 A 和 日 是 两 个 有 办 的 模 相 集 ， 4H E* fl 
等 式 h(x) = 0 EXCITET RE, WEDS 0 的 所 有 点 在 H 的 一 俩 RE h GO 0 的 所 有 
点 在 H 的 另 一 便 O, Q Ku 是 依赖 于 于 的 数 ， 使 得 在 本 的 一 个 有 f(x)<Ks， 而 在 H 的 另 一 
侧 有 fa(x)Ka。 令 :Ma E InfKa, iE Da= 1 Ma 被 称 为 A 和 B 用 日 “分 离 的 度 ” 
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Cthe degree of separation of A and B By H) 
一 般 说 来 ，D 与 给 定 的 超 平面 村 无关， 但 是 ， 它 与 1 ,上 族 有 关 , 带 下 标 和 EL. 排列 
在 上 面 ， 比 如 说 ， 排 列 在 E" 上 。 于 是 ， 这 个 问题 在 于 求 出 这 个 族 中 的 一 个 使 得 能 够 实现 最 


大 可 能 的 分 离 度 。 

这 个 问题 的 特殊 情况 是 ，H, Æ E 上 的 超 平面 ， 带 下 标 和 的 H, 是 排列 在 E^ 上 ,在 该 情 
况 下 ,我 们 用 关系 式 D-1-M (31) 
定义 A 和 B 的 “分 离 度 ” 。 上 式 中 M=Inf Mu (32) 


为 简单 起 见 下 标 入 省 略 了 。 


EAS ) fox ) 


Am n ) 
图 5 HE. 上 对 于 模糊 集 分 离 理论 的 图 示 
与 D 有 关 的 各 种 论断 当中 ， 以 下 所 阐述 的 实际 上 是 分 离 理论 在 凸 模糊 集 土 的 开拓 O o 
定理 ， 令 人 和 B 是 E" 上 有 界 的 鸟 模糊 集 ， 其 最 大 度 ( Maximal grades) 分 别 是 MA 
AM» | M, =supx f,GO, Massups fo(x)}。 令 M 是 交 ANB WAKE 
(M=supx min | f,G), £602 2, RID-1-M 
注解 ， 简 单 地 说 ， 这 个 定理 说 明 用 E 上 的 超 平 而 能 名 达到 两 个 村 A B 的 最 大 
的 分 离 度 的 值 为 1 减 去 交 A 人 lB 的 最 大 度 。 沪 就 是 在 图 59h= 1 所 说 的 。 : 
证 明 ， 
分 别 地 考虑 下 壕 机 种 情况 是 比较 方便 的 .CDM min (M, MR met min OM Mg), 
注意 后 一 种 情况 排除 了 ACB R BCA, 
情况 1 ， 我 们 具体 地 假设 MA<Ms， 那 么 M = M\， 由 有 界 集 的 性 质 我 们 已 经 说 明了 存 
在 一 个 超 平面 日 ， 使 得 f(x)<M 对 HH 一 侧 的 所 有 x 成 立 。 而 在 的 另 一 LLENOS] 
为 对 所 有 x， 有 f,00«M, = M 成 立 。 
尚 需 证 明 不 存在 一 个 M/<M， ARENE EVER AH MN WM’, 
而 在 H{ 的 另 一 个 有 f(x)<M’。 : 
由 以 下 所 述 立 剂 推出 这 点 。 假 设 HH/ 和 M/ 存 在， 而 且 具 体 地 假定 A 的 核心 ( 即 在 该 集合 
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的 点 上 基本 达到 上 确 界 M = MO PEH HEN, 3X EERT f, CO M ’ 在 H’ 正 侧 成 立 的 
可 能 性 ， 因 此 必须 是 f(x)<<M’， 对 H’ 的 负 侧 上 的 点 成 立 ， 而 且 对 HA 正 侧 的 所 有 点 x 有 
fa(x)<M' 成 立 。 所 以 ， 在 H’ 正 侧 的 点 x 都 有 
supxmin | f GO, fa(x) } <M’, 
HERH 负 侧 的 所 有 点 x 也 一 样 成 立 。 这 意味 着 整个 X 中 的 点 x 都 满足 
supx min { {A(x), fa(x) + <M’。 
这 与 假设 supx min f, GO, fs(x)} = M2M' ZR. 
情况 2， PEART, = {xlf,(x)>M ERIT 7 1x|fo(x)>M +。 它 们 是 非 空 的 和 不 
相交 的 集合 ， 因 为 若 不 是 这 样 的 ， 则 就 得 有 一 个 点 ， 比 如 说 是 了 , 使 得 f,(u)>M 与 fa(u) 
>M 都 成 立 ， 因 此 有 fhna(u)>>M， 与 假设 M = supxf ns(x) 矛 盾 。 
因为 F 和 T。 是 不 相交 的 ， 按 照 普通 集合 分 离 理 论 则 存在 一 个 超 平面 H ,使 得 是 在 
H 的 一 侧 (比如 说 是 正 侧 ) 和 T，。 是 在 匡 的 另 一 侧 〈 负 侧 ) 。 而 且 ， 根 据 T, 和 DKE 义 ， 
对 在 日 负 侧 的 所 有 点 有 fw(x) 入 M， 以 及 对 在 H 正 侧 的 所 有 点 有 (G0 «M. 
于 是 我 们 证 明了 存在 一 个 把 1 - M 作 为 AMB 的 分 离 度 的 超 平面 H， 从 情况 1 给 出 的 论 
证 得 出 ， 这 个 结论 不 能 认为 是 A 和 了 B 的 最 大 的 分 离 度 。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
看 来 ， 凸 模糊 集 分 离 定理 与 模型 识别 问题 是 密切 相关 的 。 对 这 类 问题 以 及 优化 问题 的 应 
用 在 稍 后 关于 模糊 集 和 它们 的 性 质 的 著作 里 将 予以 探讨 。 
Received:November 30, 1964, 


(1 ) 此 证 明 由 人 A.J.Thomasian 所 提出 。 

(2 ) 此 证 明 是 建立 在 GDantzig 对 于 A 和 B 是 普通 凸 集 的 情况 所 提出 想法 的 基础 上 。 
( 3 ) 注 意 所 述 的 一 些 点 集 通常 地 包括 了 HH。 

(4 ) 这 个 并 述 是 建立 在 下 ,Berlekamp 提出 的 基础 之 上 。 
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J. A. Goguen 


这 篇 文章 是 Zadeh [1] 和 [2] 的 继续 和 推广 ， 并 且 探 讨 它 的 基础 。 大 概 最 重要 的 推广 
要 算 单位 区 问 之 外 序 结构 的 考虑 。 由 于 这 点 我 们 能 够 把 新 观点 应 用 到 最 优化 问题 上 ， 这 个 扒 
广 的 意义 更 多 地 表现 在 它 的 观点 ， 而 不 是 任何 一 个 特殊 的 具体 结果 ， 这 个 理论 仍 然 是 年 轻 
的 ， 无 疑 许 多 概念 必须 叙述 ， 然 而 必须 采取 其 最 终 形式 。 但 是 现在 就 可 以 君 得 见 这 个 理论 的 
轮廓。 

在 不 分 明 集 的 整个 发 展 过 程 中 ， 模 型 分 类 起 着 一 个 基本 的 作用 ， 其 中 一 个 理由 就 是 发 现 
概率 论 对 处 理 模 型 分 类 时 所 出 现 的 不 确定 类 是 不 适用 的 ， 这 个 不 确定 性 比 之 统 计 变 差 更 含 

类 似 的 困难 出 现 于 相当 广泛 的 一 类 问题 由， 人们 企图 对 这 类 问题 应 用 概率 论 ， 但 是 要 估 
计 其中 假定 包含 的 分 布 是 困难 的 或 不 可 能 的 ， 并 且 关 于 统计 假设 〈 独立 性 ， 等 等 ) 存在 不 确 
性 ， 或 者 多 少 参数 可 以 抹 煞 ， 可 以 取 定 都 难以 估计 ， 在 这 些 情形 ， 概 率 论 的 主要 作用 是 部 分 
地 辩 明 直观 过 程 ， 并 提供 那些 过 程 有 用 ， 或 提供 某 类 方法 以 分 辩 事物 的 性 质 ， 我 们 相信 不 分 
明 集 至 少 应 能 起 到 这 些 作用 。 

让 我 们 考察 某 些 特殊 的 例子 ， 一 个 主妇 在 她 的 货品 销 里 面临 着 一 个 非常 典型 的 最 优化 问 
题 ， 在 所 有 可 能 的 食品 包 里 她 必须 选 出 一 个 ， 这 就 到 各 种 可 能 的 不 相 容 的 最 优化 标准 ， 如 
价格 ， 营 养 价值 ， 量 ， 和 多 祥 性 ， 这 些 包 的 偏 序 是 这 企 问题 的 一 个 内 在 量 。 

考察 一 种 读 打字 机 打 的 符号 的 机 器 ， 这 种 机 器 计算 各 种 模型 光电 印刷 装置 的 相互 关系 
并 且 抽 出 一 定 的 “特点 (feature ) ”， 字 母 “A” MITES 可 以 产生 这 些 转 准 的 各 种 
i, CERN CA” 的 这 些 标准 中 的 某 些 个 可 以 是 互相 冲突 的 ， 产 生 多 义 狂 ， 没 有 非常 好 的 
方法 去 决定 是 杏 某 符号 就 是 “A” ， 这 样 一 来 ， 想 看 作 是 A 的 符号 所 构成 的 集 合 就 是 一 个 不 
分 明 集 ， 即 没有 明确 边界 的 集 ， 不 分 明 性 表现 了 这 个 问题 的 本 质 。 

最 优化 的 偏 序 和 不 分 明 多 义 性 是 许多 问题 的 特征 ， 这 样 的 问题 在 下 述 意义 下 是 病状 的 ， 
他 们 不 容许 唯一 解 ， 事 实 上 ， 他 们 在 通常 意义 下 ， 可 以 完全 没有 解 ， 不 分 明 集 论 研究 这 种 病 
态 问 题 和 病态 集 的 形式 上 的 性 质 ， 其 中 许多 类 似 于 址 常 集 的 性 质 。 

所 调 “ 硬 科学 ”， 如 物理 ,找寻 他 们 值得 注意 的 东西 之 间 的 有 力 关系 ( 与 不 分 明 相反 ) ， 
对 于 所 调 “ 软 科学 ”( 生物 学 ， 心 理学 ， 等 等 ) 可 以 包含 寻找 变量 之 间 的 不 分 明 关 系 ! 即使 
这 些 变量 可 能 是 不 分 明 的 ， 我 们 发 展 不 分 明 关系 的 理论 ， 并 讨论 某 些 应 用 ， 特 别 是 ， 不 分 明 
关系 使 人 们 去 研究 不 分 明 系统 。 

不 分 明 性 比 之 工程 设计 问题 中 的 意外 情形 是 较 有 规则 的 :通常 没有 完全 确定 的 最 好 解 或 
方案 ， 用 增加 价格 ， 业 务 困难 等 等 来 增加 这 度 ， 紧 性 或 效率 。 通 常 的 方法 ( 不 同 于 抹 煞 偏 序 
或 应 用 直观 ) 是 选用 对 各 种 设计 参数 的 半 任意 “加 重 因 于 ”(semiarbitrary “weighting 
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factors? ) ， 并 选用 具有 最 大 总 “重量 ”的 最 好 系统 ， 这 个 方案 的 意义 和 证 明 它 的 正确 性 
是 不 清楚 的 ， 它 只 不 过 是 一 种 方法 ， 按 照 这 种 方法 “加 重 因子 ”能 被 选 定 ， 但 是 直观 方法 是 
更 不 清楚 的 ， 不 分 明 集 对 所 提出 的 问题 能 发 生效 力 ， 并 且 能 弄 清楚 各 种 作用 ， 包 括 加 重 的 作 
用 。 

我 们 给 出 一 个 预备 定义 不 分 明 集 是 一 个 集 连 同 到 一 个 传递 偏 序 集 函数 ( 今后 叫做 偏 序 
集 )， 所 以 不 分 明 集 是 一 类 广义 特征 函数 ， 我 们 习惯 以 L 记 偏 序 集 ， 并 且 把 不 分 明 fi 叫做 
工 一 不 分 明 集 或 工 一 集 ， 由 于 数学 定义 的 一 般 性 ,不 分 明 集 某 些 重要 的 应 用 不 包含 不 分 明 性 
的 所 有 直观 概念 。 

偏 序 集 的 使 用 给 予 这 个 理论 一 种 专门 的 特性 ， 即 强 再 序 理论 的 命题 ， 为 此 提出 一 个 不 分 
明 集 的 极 大 值 和 极 小 值 是 什么 ， 偏 序 集 一 般 地 应 当 至 少 是 一 个 完备 格 、 分 孔 性 也 是 有 用 的 。 

把 不 分 明 集 看 作 非 单 序 的 有 用 函数 是 有 攻 助 的 ， 那 么 能 够 者 到 ， 这 个 理论 与 统计 划 定 问 
题 有 关 。 例 如 ， 我 们 可 以 把 偏 序 集 看 作 是 一 个 判定 语言 ， 即 能 由 逻辑 运算 “and” 和 “or” 
《或 “min” 和 “max” ) 决定 的 判定 或 赋值 的 一 个 空间 。 

某 些 问题 本 来 就 有 多 分 量 最 优化 标准 作为 公式 ， 但 要 求 在 poset (ÆA) = (1,0) 
内 求解 、 为 了 求解 ， 我 们 把 一 个 poset 映 到 另 一 个 ， 如 果 还 是 保 序 映 照 就 更 好 ， 即 它 是 一 
个 序 结构 的 同 态 映 照 ， 例 如 ， 前 面 描述 的 加 重 过 程 ( weighting process) Æ h R (AA 
REUT) 到 单 序 集 R 的 一 个 同 态 : 

单 序 集 的 先 积 在 应 用 上 是 特殊 的 公有 偏 序 集 并 且 是 特殊 的 自然 数学 ， 员 然 ， 在 某 些 应 用 
中 更 多 的 外 来 格 可 以 被 找到 ， 在 模型 分 类 问题 中 ，K 模型 判定 和 它们 的 敢 辑 结合 可 以 构成 我 
们 的 判定 语言 

虽然 我 们 考察 的 问题 对 某 旦 应 用 可 能 是 重要 的 ， 得 它们 不 包含 太 大 的 数学 深度 ， 这 篇 文 
章 给 出 基本 语言 和 一 些 初等 性 质 ， 主 要 形式 和 代数 ， 并 准备 新 观点 ， 但 是 存在 较 大 数学 深度 
的 题目 ， 这 些 包 含 不 分 明 集 的 信息 论 ， 目 不 分 明 集 ， 各 种 数学 结 物 的 木 分 明 化 ， 和 模型 分 类 
问题 的 更 详细 地 处 理 。 我 们 希望 今后 考察 这 些 题目 中 的 一 些 。 j 

这 篇 文章 中 ， 我 们 并 不 区 分 哲学 的 ， 应 用 数学 的 和 纯粹 数学 的 过 程 ， 我 们 认为 大 多 数 主 
要 论断 易 受 所 有 这 三 方面 的 影响 。 

我 们 产生 现代 纯 数学 框架 内 的 一 种 “不 精确 量 的 逻辑 ”，. 有 关 不 分 有 明 集 的 结果 可 以 作为 
严格 的 数学 定理 被 证 明 ， 我 们 仍旧 以 “不 精确 量 ”来 看 竺 这些 结果 ， 这 是 纯粹 数学 应 用 到 革 
些 哲学 和 实际 问题 的 结果 ， 所 以 它 是 尼 用 数学 的 分 题 。 

不 必 甸 道 特殊 的 不 分 明 集 作为 精确 的 数学 函数 关于 它们 能 够 作 某 些 理论 特征 的 断言 ， 这 
些 断 言 可 以 有 哲学 的 和 /或 实际 的 意义 。 

我 们 的 结果 ， 态 度 和 方法 可 能 产生 一 些 基础 上 的 疝 题 ， 用 精确 性 的 逻辑 去 建立 不 分 明 性 
的 逻辑 哲学 上 有 些 不 满意 ， 它 似乎 应 祈求 于 独立 的 公理 系统 ,一 另 方面 ,我 们 的 方法 表明 如 果 
我 们 所 使 用 的 数学 是 协调 的 ， 那 么 它 便 是 不 分 明 的 ， 正 象 我 们 系统 阐述 的 那样 。 

我 们 已 经 利用 了 公理 化 方法 ， 因 为 作为 基础 的 假设 是 抽象 的 ， 特 别 条 2， 这 样 一 一 来 能 够 
确定 我 们 的 结果 在 多 大 程度 上 可 以 应 用 到 某 些 新 问题。 

作者 感谢 工 .A.Zadeh 教 授 关 于 这 征文 章 的 各 种 有 益 的 讨论 ， 感 谢 Dr Ralph Meken 
zie 关 于 第 6 节 的 建议 。 
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2. 工 一 不 分 明 集 


不 分 明 集 的 概念 处 理 对 一 个 集 X 的 元 案 有 赋值 的 情形 ,这 些 元 素 可 以 是 打字 机 字母 ( 叫 
做 特 征 ) ， 而 赋值 可 以 是 它们 看 起 来 象 字母 “4” 的 程度 ， 或 者 这 些 是 公 品 包 ， 而 赋值 是 它 
们 对 家 庭 主妇 的 有 用 程度 (或 是 “引起 注意 的 程度 ”， 如 果 人 们 希望 考察 主观 的 赋值 ) ， 或 
者 这 些 元 素 是 行为 ， 而 赋值 是 对 应 的 意外 情形 或 其 它 结果 。 

一 般 地 ，X 除 过 是 集 这 个 要 求 之 外 还 有 其 它 的 某 些 结构 ,虽然 在 这 篇 文章 中 ,我 们 对 它 不 
作 任何 特殊 的 假设 。 例 如 ,如 果 大 被 看 作 是 所 有 可 能 的 食品 包 或 是 一 个 工厂 的 产品 ,等 等 , 习 
惯 上 把 xEX 看 作 一 个 向 量 ( 在 经 济 学 上 叫做 一 个 货物 包 ) ， 它 的 分 量 是 所 含 各 种 货 物 总 数 
的 实数 ( 负 的 分 量 例如 可 表示 这 个 工厂 有 输入 货物 的 意义 ) ， 这 样 X 便 有 一 个 向 量 空间 的 
结构 。 

在 模型 分 类 中 ， 我 们 常常 关心 的 是 某 种 机 器 的 产品 ， 这 个 产品 通常 是 一 个 向 量 。 例 如 模 
型 可 以 化 简 为 nxn 方 阵 ， 每 个 给 定 的 方 阵 具有 确定 的 强度 〈 也 许 在 一 个 对 数 尺 上 ， 一 个 
模型 则 作为 R 内 的 一 个 向 量 。 

如 果 我 们 把 速度 波 看 作 在 单位 区 间 上 平方 可 积 的 函数 ， 则 这 样 的 元 素 作成 的 集 能 够 作为 
一 个 Hilbert 空间 的 结构 ， 它 们 的 相互 关系 是 内 积 〈 更 确切 地 说 ， 这 个 空间 的 元 素 应 当 是 函 
数 的 等 价 类 ) ， 所 以 对 速度 看 法 的 这 种 空间 X 可 以 君 作 是 一 个 Hilbert 空 间 。 

在 实际 应 用 中 ， 在 马上 通常 有 “ 近 ( nearness” 的 一 些 概念 , 必 如 它 是 一 个 拓扑 空间 ， 
而 不 是 一 个 距离 空间 。 

集 克 上 的 不 分 明 集 是 上 的 一 类 广义 “特征 函数 ”, 它 的 “隶属 BEP. 比 “是 ”或 “ 非 
更 一 般 。 事 实 上 ， 我 们 取 一 个 集 ， 此 后 它 的 娄 属 度 记 为 L, ERREA 是 中， 工 可 以 表示 
(在 站内) 选择 的 最 优 度 ; 在 古典 问题 中 ， 它 可 以 表示 在 一 个 模型 类 中 的 隶 属 度 ， 在 其 它 
内 容 里 ， 另 外 的 述 语 也 将 出 现 。 

定义 ,万 上 的 一 个 工 一 不 分 明 集 4 是 一 个 函数 A。 XL. 

这 样 不 分 明 集 看 作 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 作为 函数 来 说 它们 相等 。 

如 果 导 的 元 素 有 一 个 名 称 ( 即 ，“ 特 征 ”》，4 将 叫做 这 样 的 元 素 的 一 个 一 不 分 明 
Jk CHI, “4 是 特征 的 一 个 一 不 分 明 集 ”)。 我 们 可 以 去 控 前 级 “ 工 一 ”, 如 果 方 便 的 话 或 者 
不 会 混淆 的 话 ， 或 者 我 们 可 以 去 掉 " 不 分 明 "， 但 不 能 同时 去 掉 “ 了 上 一 ”和 “不 分 明 ”, 这 也 
同样 适用 于 其 它 不 分 明 概念 。 

我 们 用 记号 XY 表示 XM Y 关于 集 论 乘积 ; 即 XY = (Goo) lx EX, €Y ) X «Y 
表示 X 和 了 不 相交 的 并 ， 而 X* 表示 Y A X 的 所 有 函数 的 集 , 下 面 关于 集 论 的 同 构 命题 是 
容易 证 明 的 。 

命题 1。 

X+YSY +X; X+(Y -Zig(X*YO*Z, 

XY&YX; XY 280002, XY *2 

mXY*XZ, (X+Y)ZÆXZ+YZ; 

XX Y' XYYsXtY*, QC ext, 

HUE eR, EX YOE, WSERETSXY M. NX, AXX ERE 

is 


有 工 一 集 的 集 是 L*， 因 此 在 指数 表达 式 中 的 底 集 通 党 是、 的 元 素 是 “ 值 ”， ML 的 元 
是 一 个 “不 分 明 什 ”。 

$22. L' 能 够 由 工具 有 的 不 管 什么 运算 给 定 ， 而 在 L 内 的 这 些 运算 将 服从 在 工 内 
有 效 的 任何 规律 ， 这 些 规律 是 逐 点 扩张 的 。 

例如 ;如 果 一 个 二 元 运算 * 定 义 在 L b, CE L 上 引出 一 个 运算 * 使 的 对 4,BEL” 和 
xEX 有 (4*B)(x) = 4(x)*B(x)， 如 果 革 个 规律 ， 璧 如 结合 律 ， 交 换 律 或 等 寡 RE LLI 
* 成 立 则 它 也 可 扩张 到 L 上 ， 相 约 律 将 不 能 按 类 扩张 如果 工 是 一 个 积分 区 域 ,耐火 多 于 
一 类 ，L” 将 是 一 个 环 ， 但 相约 律 不 再 成 立 。 

这 一 类 能 够 由 泛 代 数 的 考查 十 分 精确 地 作 到 ( 参看 Birkhoff [BI , BÆ RE 复杂 的 
作法 太 不 值得 了 ，L” 与 乘积 "ia inp), X 是 工 的 下 标 集 ， 而 这 个 结构 本 质 上 是 代数 中 的 

x 


“乘积 过 程 ”， 如 果 L 有 一 个 拓扑 结构 ，L* 能 够 由 积 拓扑 给 定 。 

工 可 以 是 一 个 半 群 ， 一 个 偏 序 集 ， 一 个 格 ， 或 一 个 波 雷 尔 6 一 环 ， 在 下 一 节 我 们 将 讨论 
对 大 多 数目 的 最 合适 的 范畴 是 完备 格 或 完备 格 序 半 群 。 1 

对 于 特殊 而 重要 的 格 { 0 ,I ) ， 这 里 0 <I， 我 们 将 利用 记号 2 ， 如 果 工 是 具有 9 和 无 
穷 大 工 的 一 个 格 ，2 将 表示 子 格 { 0 ,1 } , Le 2 的 捕 形 本 质 上 是 集 论 ， 因 为 2 ”的 元 RE 
X 的 子 集 的 特征 函数 ， = 的 情形 ， 这 里 / 是 单位 闭 区 间 [0,1]， 是 Zaden [1] 中 原始 意 
义 下 不 分 明 集 的 特殊 情形 。 
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APRM L 所 满足 的 公理 ， 并 引 二 满足 这 些 公理 的 重要 例子 。 一 般 地 ， 所 阮 求 
的 结构 是 随 着 内 容 变 化 的 。 . 

在 大 多 数 应 用 中 ，, ;例如 在 模型 分 类 中 ; L HERRN 结构 ， 因 为 我 们 希望 说 

"xUydU, “xte y RUIT Ve ROROEIG 更 象 “4”， 等 等 。 虽 然 通常 已 经 假定 
这 个 序 是 简单 的 ， 我 们 已 经 讨论 了 这 通常 是 不 合适 的 * 另 一 方面 ， 很 难 想象 在 至 少 不 满 足 传 
递 性 的 序 方面 能 有 什么 进展 。 这 样 L 至 少 应 是 一 个 〈《 反 身 ) 传递 偏 序 集 或 偏 序 集 。 

在 许多 例子 里 ， 工 是 单 序 集 的 乘积 ， 它 以 “向 量 ”a = (o,，…，a.) 作为 元 素 ; 序 规定 为 
a>b 和 9 a: >b, i= 1 ，…,n。 这 个 序 叫 做 积 序 ， 此 后 我 们 假设 所 有 的 乘 积 都 是 用 这 种 方 法 
序 化 的 。 单 序 集 乘积 的 最 重要 性 质 包 含 在 分 配 格 里 ， 而 乘积 是 完备 的 如 果 每 个 因子 是 完备 
' 的 ， 这 可 由 下 面 的 容易 证 明 的 结果 得 到 。 

命题 1 。 一 个 单 序 集 是 一 个 分 配 格 ,分 配 格 的 乘积 是 分 配 的 ， 而 完备 格 的 乘积 是 完备 的 。 

对 某 些 应 用 来 说 ， 这 种 类 型 的 工 似乎 是 太 特殊 了 。 例 如 ， 我 们 可 以 希望 二 是 一 个 模 型 
分 类 问题 的 判定 语言 ， 它 容许 “是 ”和 “ 否 ” 的 组 合 ， 在 任何 情形 下 ， 不 分 明 集 的 数学 理论 
不 依赖 于 工具 有 何 种 特殊 形式 ， 但 却 依赖 于 某 些 一 般 的 假设 ， 这 是 我 们 现在 就 要 做 的 。 

lub 和 g1b ( 我 们 分 别 记 作 V 和 人 ) 的 存在 性 问题 多 少 可 由 下 述 来 阐明: EA EX E 
的 一 个 工 一 不 分 明 集 ， 且 卫 X， 为 了 方便 起 见 ， 让 我 们 约定 "ab? X BD "att big", 
在 这 类 问题 中 我 们 考查 ， 如 果 选 委 某 个 xEY ， 重 要 的 是 知道 有 多 少 好 的 或 多 少 坏 的 东西 可 
能 发 生 ， 显 然 我 们 将 作 得 比 g15 (AGO Ix CY if, Mitlub ( 4(x)1xEY ) 坏 ,如 果 这 些 
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有 定义 的 话 ， 显 然 916 和 1ub 是 在 一 个 偏 序 集 内 得 到 界 的 最 合理 的 方法 。 
如 果 一 个 偏 序 集 对 每 个 非 空子 集 有 一 个 glb 和 1ub ， 则 它 是 完备 格 ， 此 后 我 们 假设 工 至 

少 具有 这 种 结构 ， 在 某 些 应 用 中 ， 我 们 可 以 不 关心 g1b， 而 仅 关心 luby 与 这 种 情形 有 关 的 

代数 结构 后 面 将 作 简短 的 讨论 。 

工 的 元 素 的 下 标 族 a 的 Lub 将 写作 VY io, 或 Ve,, 相 应 地 可 写 g 必 , 我 们 有 时 将 利用 记号 
VA- V LAGOIx CX d MAA= CLAGOIx CX ), 如 果 工 有 O 和 无 穷 大 TJ， 我 们 

将 方便 地 写 V 和 = O0 和 人 = 工 
如 果 工 没有 O 和 7， 不 失 一 般 性 把 它们 添加 进去 ， 此 后 我 们 假设 汇 具有 'O RI, Wr 

可 能 一 个 不 分 明 集 仅 取 值 O 和 了 。 

前 节 的 命题 2 使 的 上 * 也 有 格 的 结构 ， 即 由 下 述 定义 给 定 “， 
(AVB)(x)= A(xYVB(x) 和 (ANB) (x) = ACD NBC), 对 4,BE 和 xEX， 在 

工 上 对 V 和 人 的 结合 律 ， 交 换 律 ， 等 等 可 延 拓 到 L 上 。 

L WERZH, ASB 当 且 仅 当 对 所 有 EX, ACOB), W LE XHA BR 
规律 ， 辟 如 完备 性 或 分 配 性 ， 也 将 延 拓 到 了 <。 
关于 格 的 对 侦 原 理 说 ， 如 果 工 的 一 个 结果 是 真实 的 ， 那 么 出 交换 信和 V ,< 和 > 所 得 的 

对 偶 结果 也 是 真实 的 。 重 要 的 是 这 也 可 延生 到 L 上 ， 所 以 有 关于 不 分 明 集 的 对 偶 原 理 ， 如 

果 一 个 定理 或 等 式 对 不 分 明 集 是 真实 的 ， 则 它 的 对 神 也 成 立 。 
这 个 原理 在 证 明定 理 和 等 式 时 是 很 省 劲 的 。 
根据 Lo 2 时 集 论 的 特殊 情形 的 述 语 ， 我 们 可 以 称 AVB 为 4 和 Bw, 4AB 为 4 

MBZ, ALBRE “ARTF B” 。 
关于 工 的 另 一 个 假设 ,一 一 这 似乎 是 很 自然 的 ， 起 笨重 要 的 技术 作用 一 是 分 隐 和 。 

实际 上 , “这 个 规律 在 完备 格 里 既 不 自然 也 不 是 很 有 用 的 ， 它 以 所 谓 完 备 从 也 律 的 形式 出 现 ， 

aAN ;b, =V: (Ab). 

由 对 侦 原理 ， 这 个 等 式 等 价 于 它 的 对 偶 。 满 足 完 备 分 配 律 的 完备 模 将 叫做 完备 分 本格 。 
综 上 所 述 ， 我 们 假设 LAJURCO 和 无 穷 大 元 素 的 完备 分 配 烙 2 ，““ E 
因为 一 个 格 关于 不 论 那个 格 的 运算 是 一 个 交换 尘 群 ( 所 谓 半 群 即 是 具有 满足 鲁 合 律 的 二 

元 运算 的 一 个 集 ) ， 所 以 它 满足 通常 的 广义 ( 有限 ) e GRE SAURI), 

对 于 完备 格 ， 这 些 规律 的 更 一 般 的 形式 是 有 效 的 。 交 驳 律 的 一 一 个 特 刀 有 用 的 形 处 是 
ViaVia EVV ide 7 : 
Birkhoff 31. P.53) 的 一 个 很 一 般 的 规律 对 所 谓 完 备 格 是 有 效 的 ， 而 它 包含 一 般 的 

交换 律 ， 一 般 的 结合 律 ， 等 宕 律 和 上 述 交换 律 。 对 每 个 下 灶 Woi 是 下 标的 二 个 集 ， 设 

DSU bo ffir o, 是 由 jE 所 标定 的 L EMIR. M Birkhoff 规律 是 说 

Vyas Ma 


uis . "完备 分 配 律 等 人 于 下 壕 的 规律 这 
SAM bn Neg Ab 


PA vi)esy 

uia ORI. 

证 明 ， 这 个 命 古 中 的 规律 蓝 全 前 面 所 定义 的 完备 分 配 律 ( 仿 4 {1} 》， 相 反 地 
M GRAM bio V GuA Vbi o7 VO/GUABD Ve GAP, 
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这 里 最 后 一 步 利 用 了 Birkhoff Ræ. O 

它们 的 对 偶 是 彼此 等 价 的 ， 并 且 都 等 价 于 原始 规律 。 

我 们 现在 继续 讨论 本 节 一 开始 提出 的 问题 ,是 否 完 各 单 序 集 的 乘积 满足 完 痢 分 配 律 ;通常 
乘积 理论 指出 只 要 每 个 因子 满足 这 个 规律 就 够 了 ,不 可 思议 ， 这 包含 拓扑 的 考查 。 一 个 的 单 序 
集 的 区 间 拓 扑 是 由 半 开 区 间 这 个 子 基 产 生 的 ,或 由 形 为 {x|x>a} 和 {x|x<a} 的 子 集 产生 的 。 

引 理 1。 设 工 是 具有 区 间 拓 让 的 一 个 完备 单 序 集 ， 则 工 内 的 一 Au 界 的 单 调 增加 
纲 收敛 于 它 的 值 域 的 上 确 界 。 

引 理 2 。 格 运算 VY 和 人 关于 区 间 拓扑 在 单 序 集 内 是 连续 的 。 

定理 1 。 完 备 单 序 集 工 服从 完备 分 配 律 。 

证 明 只 要 证 明 这 个 规律 的 第 一 种 形式 即 可 。 设 c,b:E 工 对 iEd. DD 是 中 的 所 有 有 限 
子 集 的 定向 梨 ， 这 里 由 包含 关系 定向 ， 则 b= V esb 和 cs= Viesa 人 Nb 对 SED 定 义 了 
LRA. 381. AA bb=V eub 和 csc=VieyaAbi。 

Liv 1， 工 是 分 配 的 ， 而 由 归纳 法 ， 完备 分 醒 律 对 所 有 的 有 限 下 标 集 都 成 立 。 这 样 

= VaAbi 7 aA V, b: abs. 


bb m ABE HR A aAb,-ra Ab, EJ c, 有 唯一 的 极限 ， ELT 论 ec=aNb。 O 
对 完备 格 来 说 , 同 术 这 个 概念 比 对 一 般 格 的 这 个 概念 更 特殊 ,完备 格 之 间 的 映照 exLg-*L， 
是 一 个 完备 格 同 态 当 且 仅 当 它 保持 任意 的 1ub A gb. 即 当 且 仅 当 eV ia, = V ,eos 和 对 偶 
等 式 成 立 ， 完 备 格 和 完备 格 同 态 构成 一 个 范畴 ( 参看 第 5 节 ) 。 
极 大 极 小 不 等 式 


ÀA Yan PY Aaoi) 


对 任意 格 成 立 ， 它 可 推广 到 对 完备 格 ， OFRECE SIS Y. 

在 许多 应 用 中 ， 这 个 单 序 集 是 实数 的 子 区 间 ， 对 大 多 数 应 用 来 说 ， 应 用 保 序 变 换 和 添加 
端点 ， 事 物 是 不 改 蛮 的 ， 所 以 我 们 可 以 假设 我 们 处 理 的 是 =F0,1]。 C E709, € 991, 
[0, + co]，[- 1,+1] 和 J 有 其 特别 的 意义 ， 因 为 它们 在 乘法 ( 实数 的 通常 意义 下 的 酌 法 》 
运算 下 是 封闭 的 。 这 个 策 法 在 应 用 卡 对 取 百分数 ， 构 成 平均 数 等 等 是 很 重要 的 , 格 和 看 法 的 
结构 以 一 种 方法 是 相互 有 关 的 ， 这 种 方法 也 册 现 在 其 它 内 容 时 ,所 以 我 们 对 它 作 抽 信 的 研究 

定义 一 个 困 法 格 是 在 运算 。 下 封 阅 的 一 个 格 M, 这 个 运算 满足 “分 配 ” 律 ， 即 对 所 
有 a,b,cEM 

as (bVc) 7 (aeb)V(aec) 

f CaVb) «c7 Caec) V (bec), 

在 乘法 格 内 含有 。 的 等 式 当 交 换 人 和 V， 之 和 < 时 不 再 保持 相 稚 ;这样 对 仙 原 再 便 失效 。 
但 是 存在 一 个 左 一 右 对 称 原 理 ， 象 上 面 两 个 “分 配 律 ”所 表示 的 那样 ， 

命题 3。 设 a,b,c 是 一 个 乘法 格 M 的 元 素 。 则 

(1) ab >c e a<c e bfa è c<b o cs 

(2) (GAD) * (a Vb) «(b * a) ACa e D). 

证 明 ; 

a«b9becz (aVb) c= (ae V(be c) *aec&bec, 
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(aD) * (a Vb) = CGAB) $a) V L(aAD) «b 3G ea) V(ae D, O 
前 述 例子 中 的 结构 仍然 限制 过 多 下面 我 们 给 出 
定义、 如 果 一 个 完备 格 是 关于 。 存在 单位 元 的 半 群 ， 并 且 满足 “分 配 ” 律 
"ae Ys = VG *b, Ra, ) b= Ve e b) , 则 这 个 完备 格 是 一 个 完备 格 疗 半 群生 


i Sine: 这 个 半 玫 单位 元 和 为 的 单位 元 ， 如 果 工 存在 元 O 使 的 对 所 有 aE 工 有 
oAa-0o*a-a*0-70, 
这 个 0 称 为 工 的 零 元 ,如 果 工 存在 元 了 使 得 对 所 有 aE 工 有 
IVasI*az-asI-I, 
AXI UM LIESS. WR PARK, UAE 为 一 个 交换 closg, WR L 作为 格 是 
分 配 的 ， 我 们 称 它 为 一 个 分 配 closg, ME 工作 为 格 满足 完备 分 配 律 ,我 们 称 它 为 一 个 完备 
分 配 closg 。 
容易 证 明 前 面 提 到 的 所 有 区 是 具有 单位 元 的 交换 完备 分 配 closg。 它们 都 有 格 意义 下 
HOMI, HJ, (oc, *oc fü [0,+ cc ] dj closg 意义 下 的 零 如 果 我 们 给 无 穷 UR 
法 以 适当 定义 的 语 。 由 通常 各 和 原理， 这些 区 问 的 任 一 一 个 于 各 也 是 一 个 具有 单位 元 和 格 OR 
了 的 交换 完备 分 配 closg。 
“命题 4。 一 个 完备 格 是 一 个 closg， 这 如 入 作为 。， 如 果 它 是 沈 备 分 配 的 。 
这 个 易 证 的 注 记 指出 ， 如 果 践 们 假设 荆 是 一 个 具有 格 ( 不必 是 elosg) SÉRUESY AME 
备 分 配 closg， 将 不 失 一 般 性 ， 并 且 只 需 作 些 微 的 改变 ， 而 在 本 文 其 它 大 部分 地 方 都 作 了 这 
个 假设 。 我 们 也 必须 假设 ( 格 ) 无 穷 大 了 是 半 群 单位 元 。 
和 乘法 格 一 样 ， 没 有 对 偶 原 理 ， 但 却 有 对 closg 的 左 一 右 对 移 原理 。 如 果 。 =A, 则 对 
偶 原理 亦 然 成 立 ， 而 这 个 。 的 对 偶 是 V。 
在 所 有 这 些 区 则 内 ，。 没有 和 除数 《到 4s0= 0=di 0 或 = 0 )) HERAK SORA 
Lr 
”我 们 指出 ,因为 号 有 工 的 代数 结构 ， As Ber WE o T ABG $ = AoA BOO 
定义 ， 
人 cosg 的 结构 ， 
EX, close 何 的 一 个 映照 ce: LiL 是 一 个 close 同 态 当 生 仅 当 它 保持 V， Ame. 
具有 close 同 态 的 elosg 构成 一 个 范 团 。 
总 之 ， 我 们 将 假设 工 是 一 个 完备 格 序 半 群 ， 它 具有 零 0 和 半 群 单 位 元 1 ,这 个 了 也 是 
一 个 格 无 穷 大 。 
该 文 的 大 多 数 结果 在 下 述 更 一 般 的 假设 下 是 有 效 的， 这 些 假设 是 ，L 具有 子 集 上 定义 的 
运算 V 和 一 个 二 元 运算 5 使 得 C 
O) Birkhoff tf 3 4 Vic 
O 。 是 结合 的 ， 且 有 和 零 O 和 单位 元 7 
O 这 两 个 完备 分 配 律 与 V 和 。 有 关 ; 
(4) oVa-afll IVa-I. : 
则 我 们 用 a«cb e aVb - b 来 定义 上 上 的 一 个 传递 反 身 序 三 ， 容 易 看 到 V 是 一 个 最 小 十 界 运 
算 ; O 是 零 ,1 是 无 穷 大 。 同 时 o<b S aeccbec, 为 了 证 明 这 些 论断 , 回想 Birkhoff 
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广义 规律 莹 含 对 V 的 一 般 交 换 律 ， 结 合 律 和 等 宕 律 。 左 一 右 对 称 原理 成 立 ,大 概 实际 中 出 现 
的 工 将 满足 比 这 些 要 求 更 多 的 要 求 ， 例 如 ， 它 们 可 以 是 closg。 

注意 ， 作 为 抽象 逻辑 ， 我 们 的 工 一 般 地 为 非 否定 ， 而 序 关系 能 够 用 包含 表示 。 但 是 ， 
如 果 工 是 一 个 完备 分 配 格 ( 具 有 O 〇 和 7 了 》， 它 是 互 为 余 的 (参看 [3],P.147 》 。 如 果 它 是 
有 余 的 ， 当 然 它 是 一 个 波 雷 尔 代数 。coken 的 独立 结果 ， 我 认为 能 够 由 对 RCR 以 模 型 的 
波 雷 尔 代数 得 到 。 

我 们 用 一 些 附 带 的 例子 结束 本 节 ， 一 个 具 单 位 元 的 ( 结合 ) 环 的 所 有 左 理想 作成 的 集 是 
一 个 适当 的 完备 格 序 半 群 。 在 一 个 自由 半 群 内 正则 事件 Ci ) 的 集 是 一 个 ( 不 完备 ) 格 序 半 
群 。 一 个 拓扑 空间 开 集 作成 的 集 是 一 个 (上 半 完 备 ) 半 一 格 序 半 群 , 它 具有 零 和 适当 单位 元 。 


如 果 企图 用 定义 人 ,U, = Interior ( Q,U,) 把 它 看 作 一 个 完备 格 ， 分 配 律 不 必 成 立 ， 


4. 不 分 明 化 ( Fuzzefication ) 


不 分 明 化 是 把 不 分 明 结构 加 到 一 个 定义 ( 概念 ) ， 定 理 ， 甚 或 整个 理论 上 的 过 程 。 这 个 
过 程 不 必 是 唯一 的 ， 正 如 将 要 看 到 的 。 在 一 定 意义 上 ， 该 文 的 大 都 分 就 是 致力 于 不 分 明 化 集 
论 。 一 个 基本 的 方法 是 由 不 分 明 化 原理 给 出 的 ， 一 个 不 分 明 事 物 ( 或 [一 不 分 明 或 上 一 ) 是 
一 些 事物 的 一 个 上 一 集 。 ( 即 一 些 事物 集 上 的 一 个 [一 不 分 明 集 ) 。 

这 不 是 数学 的 结果 ， 不 过 帮助 人 们 系统 地 阐明 和 解释 定义 。 只 要 有 可 能 ， 我 们 将 利用 专 
门 术语 ， 但 须 注意 它 并 不 适 于 所 有 的 情形 ， 即 使 适用 ， 它 不 一 定 给 出 最 合适 的 不 分 明 化 。 

作为 例子 ， 我 们 阅 明 对 不 分 明 集 和 于 集 的 专门 术语 。 回 忆 一 下 ,上 * 的 元 素 是 上 的 [一 
不 分 明 集 ， 或 更 简单 地 说 是 X 上 的 上 一 集 ， 但 不 是 X Lf. dux EUR, X 的 一 个 [一 
不 分 明子 集 是 无 的 子 集 的 一 个 [一 集 ， 即 了 :的 一 个 元 素 。 尤 上 的 一 个 工 一 不 分 明 的 工 一 
巢 《 或 一 个 不 分 明 的 工 一 集 ， 或 江上 的 一 个 不 分 明 的 不 分 明 集 ) 是 上 :的 一 个 元 素 。 

对 关系 可 得 到 稍微 类 似 情 况 ， 集 六 和 间 的 一 个 [一 关系 是 L KARR, XAY 
间 的 一 个 不 分 明 一 关系 是 :的 一 个 元 素 。“ 关 系 ”不 带 词 头 意 即 “2 一 关系 ”, 所 以 一 
个 工 一 不 分 明 关系 意味 着 :5 的 一 个 元 素 ， 这 个 术语 易 混 清 ， 幸 好 本 文 后 面 并 不 用 C 
要 注意 ， 不 分 明 化 原理 提出 二 一 不 分 明 的 Z 一 关系 ， 虽 然 它 对 许多 目的 不 是 最 自然 的 不 分 明 
化 。 因 为 ZE 工 ， 所 以 工 一 不 分 明 的 Z-- 关 系 是 特殊 的 上 一 不 分 明 的 上 一 关系 。 这 个 一 关 
系 首先 由 Zadeh [3) 对 上 L=J f X -Y 提出 。 

"由 天 到 亚 的 一 个 工 一 不 分 明 映 照 是 由 蕊 到 的 映照 的 一 个 工 一 集 ， 即 Y* 到 了 的 一 
个 映照 ， 或 万 的 一 个 元 素 。 如 果 X MY 有 比 集 更 多 的 结构 ， 对 应 地 限制 这 个 映照 是 适当 
B. PIU, WRX n Y RAREN, WAX EY 的 一 个 [一 不 分 R ERREX AY 
线性 映照 的 一 个 不 分 明 集 ， 即 Fe" ex "的 一 个 元 素 。 . 

非常 重要 的 是 ， 所 有 不 分 明 事物 是 符 殊 的 不 分 明 集 ， 即 某 集 到 的 函数 ,不 分 明 集 对 所 
有 不 分 明 对 象 是 基本 建筑 外 ， 由 此 推出 ， 所 有 不 分 明 事 物 享有 大 多 数 了 享有 的 同样 代 NOE 
质 。 

A AMDE XEO L-FAM VB AVB) A = d CO V8 CD, 
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EHROAJRX bE)—4 L—f&, «4 ASSIXUBHUEX, MX LKA 工 一 不 分 明 的 [一 集 的 集 
合 是 一 个 格 ， 它 有 .O,T， 并 是 完备 分 配 的 ， 因 为 工具 有 这 些 性 质 ， 对 偶 原理 成立， 等 等 。 
非 不 分 明 的 事物 或 仅 是 平凡 的 不 分 明 事物 是 crisp, crisp 性 质 与 不 分 明 性 相对 w, 
虽然 从 技术 角度 看 它 是 一 个 特殊 情形 。 
定义 设 工 有 O,T。X 上 的 一 个 工 一 不 分 明 集 是 crisp, in REE X LIRO, Io 
只 要 设 工 = 2， 总 能 够 特殊 化 某 不 分 明 对 象 或 结构 使 之 回 到 crisp) 集 论 的 对 象 或 结 
构 , 有 时 ,为 了 得 到 原始 集 论 模型 ,限制 单子 sing! etons) 是 必要 的 : 例如 ,一 个 不 分 明 研一 
子 集 可 以 等 价 于 一 个 通常 子 集 ， 只 要 要 求 它 是 crisp， 并 且 只 在 单子 子 集 上 不 为 0， 
定义 区 上 的 一 个 工 一 不 分 明 集 是 一 个 单子 ， 如 果 除 过 一 个 点 之 外 对 所 有 的 .xEX， 它 
取 值 都 是 0。 设 xEX， 则 x* EX EH crisp SUP, d xy, x'G)7o Hx» 
时 x*(y) =I 
例如 ， 设 4EX。 则 AJE X H crisp 工 一 不 分 明子 集 ， 它 仅 在 4 上 是 非 -0。x* 相 
似 于 通常 集 论 的 {x}。 
.我 们 不 是 总 能 弄 清 楚 上 画 所 说 的 特殊 化 ， 也 不 是 总 能 弄 清 楚 下 述 与 通常 集 类 似 的 地 方 。 
V 和 人 是 关上 不 分 明 的 不 分 明 集 ， 因为 V:4>V 4, 这 里 ACD", 而 VAEL. 
“没有 理由 说 ， 没 有 不 分 明 的 不 分 明 的 不 分 明 集 ， 工 ,一 不 分 明 的 工 : 一 不 分 明 集 ， 等 等 。 
事实 上 不 分 明 化 的 水 平 无 止境 。 


5 、 范 畴 和 不 分 明 映 腿 的 合成 


一 个 范畴 名 是 一 族 事物 ， 例 如 群 ， 连 辕 对 每 对 事物 X, 了 ， 适 当 类 型 的 从 六 到 了 的 映照 
或 态 射 的 一 个 集 Mor CX,Y ) ， 象 群 同 态 肌 射 。 如 果 X ei^ 3, SXcv. xe 
的 适当 映射 叫做 多 一 态 射 。Mor(X,Y) 和 Mor(X' ,Y 07 1822 MRX, EX sy e 
BRA X 到 Y 的 一 个 映照 能 够 与 从 Y 到 Z 的 另 一 个 映照 合成 产生 一 个 从 久 到 2Z 的 新 映 
Ra, 如 果 fE Mor(X,Y) 和 gE Mor(Y ,2)， 则 它们 的 合成 记 为 gof € Mor(X,2), 合 成 
被 看 作 满足 结合 律 ， 并 且 最 后 假设 对 每 个 邢 E 安 ， 有 全 等 映照 |: € Mor(X,X)， 使 得 对 每 
个 fE Mor(X, Y), 每 个 gE MorCY JO REA Y € €, i rit foL otf lsog- e. 


如 果 f€ Mor(X,Y), 5 jiXy 或 XY。 ATA, SJ Mor € OGYO. 

这 个 概念 虽然 很 抽象 和 一 般 ， 但 不 是 很 深 的 。 它 将 使 我 们 用 统一 的 方法 描述 全 部 理论 的 
不 分 明 化 ， 并 推动 我 们 的 某 些 结果 。 

范畴 在 数学 中 是 很 普通 的 。 例 如 ， 具 有 群 同 态 的 群 ， 具 有 映照 的 集 ， 具 有 格 同 态 映照 的 
格 ， 具 有 完备 格 同 态 映 照 的 完备 格 ， 具 有 Closg 同 态 映 照 的 Closg， 具 有 连续 映 照 的 拓 
扑 空间 和 具有 可 测 变 换 的 可 测 空间 都 是 范畴 。Lang [4] 进一步 讨论 了 具有 类 似 于 我 们 概念 
的 范畴 。 

XX. RERNE, XY EC, DX PY 的 工 一 不 分 明 的 ein EX 到 
Y 的 外 一 态 射 的 一 个 工 一 不 分 明 集 ， 即 Lo Dac. UR FEL" %0,5 F; 


F 
X2Y AK XoY. RIMETTI F 是 一 个 不 分 明 所 一 映照 。 
上 面 的 定义 是 与 不 分 明 化 一 致 的 ， 如 果 它 是 某 个 特殊 的 范畴 ， 艾 如 说 线性 空间 和 线性 
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映射 我们 采用 一 个 更 特殊 的 名 字 ， 工 一 不 分 明 线性 映照 。 
定义 、 如 果 F.YoZHG. XX 了 > 了 是 [一 不 分 明 它 一 态 射 ， 则 它们 的 合成 FoG， x 一 z 
如 下 定义 。 对 hE€ Mor (XX,Z ) 
FoG = VAF OD) GOXY, [Y 02, f fog- hy. 


如 果 L=2， 而 政和 G 是 (crisp AF, VEJ ERA, RIM, EiB 的 便 是 
通常 的 合成 。 特 别 注意 ， 对 工 =J， 我 们 人 允许 的 两 个 主要 的 。， 人 和 乘法 在 z 一 Closg2 上 
一 致 ， 并 且 具 有 的 逻辑 和 也 一 致 ， 这 样 在 不 管 那 种 情形 下 ，。 都 推广 了 “和”。 

命题 1 。 不 分 明 它 一 映照 的 合成 是 满足 结合 律 


证 明 、 设 丰 YSzSw 是 不 分 明 守 一 态 射 ， 并 设 i€ Mor(X,W), W 
((FoG)oH ) (2)=V{VF(f) $+ Gig) | fog =j} HOD | johs i) 
s VIVIFOD *GCGD * HOD | fogs jM johs i) 
=V{F(f)e Gig) * HOD fogohz i). 
类 似 地 能 证 明 ，( Fo(GoH) ) (i) 等 于 [3] 样 的 式 z。 
定义 XE 它 上 的 便 等 一 不 分 明 映 照 是 Lx" O KA crisp 单子 (1w)*。 我 们 也 将 
把 它 记 为 :x*， 如 果 不 会 混 洒 的 话 。 
命题 2.1x 对 不 分 明 它 一 态 射 是 一 个 单位 元 ; 即 对 每 个 FEMor(X,Y), 1:oF = Fol = 下 。 
证 明 《11oF ) (A) 2 VIL OD * F(g) | fogs hb 7 VAFGD yog 2h) 2 FU. 
而 另 一 个 等 式 可 类 似 证 明 。 口 
合成 的 这 两 个 基本 性 质 被 下 述 定理 所 总 结 ， 它们 组 成 了 这 个 定理 的 一 个 证 明 。 
定理 1 设 它 是 一 个 范畴 ， PUNRLE-TATHICOBAS PRAM EEN RA 
RDN, i279 L*. 
这 个 构造 不 分 明 化 了 集 论 ， 但 是 这 个 不 分 明 化 包含 不 分 明 映照 和 Crisp 集 。 结 合 不 分 明 
集 和 映照 的 方法 下 一 节 将 讨论 ， 并 且 集 论 被 更 满意 地 不 分 明 化 了 。 其 它 范畴 的 完备 不 分 明 化 
是 一 个 困难 而 又 重要 的 问题 ， 我 们 将 在 别处 讨论 。 
一 个 不 分 明 专 一 映照 被 看 作 包 的 事物 的 一 个 不 分 明 处 理 过 程 ， 两 个 不 分 明 映 照 的 结合 则 
是 首先 用 一 个 处 理 ， 然 后 用 另 一 个 处 理 。 
在 。 是 人 的 情形 ， 通 常 有 一 个 对 偶合 成 ， 由 上 述 表 达 式 的 对 偶 所 定义 ,我 们 用 分 记 之 ， 
它 满足 上 述 命题 的 对 偶 ， 因 为 它们 是 自 对 偶 的 ， 它 满足 定理 1 的 结论 。 因 为 一 般 弛 。 关 于 人 
不 满足 分 配 律 ， 这 些 考查 不 适合 于 任意 的 Closg。 
用 一 些 纯 范畴 理论 的 结果 和 概念 来 结束 这 一 节 ， 它 们 将 是 有 用 的 ， 至 少 后 来 有 意义 。 设 
多 是 一 个 固定 的 范畴 。 
譬如 说 对 集合 ， 能 够 用 一 种 方法 一 一 这 种 采用 在 任 一 范畴 内 有 意义 一 - 表 微 1 一 1 和 满 
有 映照。 但 是 在 其 它 范畴 内 ， 满 足 这 些 条 御 的 映照 不 必 是 在 集 论 意义 下 的 1 一 革 和 满足 映照 。 
这 样 一 个 有 意义 的 问题 是 在 每 个 给 定 范 冉 内 ， 决 定 它们 到 底 是 什么 。 这 些 映 照 被 给 定 新 的 
Bi, WMA: fE Mor(X,Y) 是 井 内 的 一 个 相互 保 核 收缩 ， 当 且 仅 且 习 9E Mor(Y,X) 
使 得 gof =1x。f € Mor CG YO v WIS — ^ PEOR, 5 HH 3g € Mor (Y XIN og 
zl, fE Mor(Y OREA, 3 且 仅 3 Sg € Mor (Y,X) 使 得 gof= lx 和 
fog= ly。 
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了 是 一 个 同 构 当 且 仅 当 它 是 一 个 四 互 保 核 收缩 和 一 个 保 核 收编 ， 这 个 断言 的 一 半 是 明显 

的 ， 而 另 一 半 能 如 下 看 出 ， 假 设 3g，39 使 得 gof = lx 和 fog =l. H 
g=golr=g'(f0g)= (gof)og =1x09= g. 

Mor(X,X) 的 元 素 叫 做 X 的 自 同 态 。 同 构 的 自 同 态 叫 做 自 同 构 。X 的 自 同 态 的 集 记 为 
End(x)， 自 同 构 的 集 记 为 Aut(x)。 

命题 3 、End(x) 是 具 单位 元 的 半 群 ， 而 Aut(x) 是 一 个 群 。 

证 明 、 任 意 两 个 自 同 态 的 合成 有 定义 ， 且 是 另 一 个 自 同 态 。 由 范 肚 的 定义 ， 合 成 满足 结 
合 律 ， 并 且 在 Mor(X，Y) 内 有 一 个 单位 元 。 这 样 End(x) 是 一 个 具 单位 元 的 半 群 。 为 了 检 
验 Aut(x)EEnd(x) 是 一 个 群 ， 只 要 注意 六 的 每 个 自 同 构 有 一 个 逆 ， 由 同 构 的 定义 ， 所 说 


的 逆 也 是 一 个 自 同 构 。 口 
MRR EE Mor(X,Y)， 存 在 某 gE Mor CX, YOfff$ gof =1x 和 fog =1:， 则 f 是 可 


X, Hg 是 f 的 一 个 着 ， 我 们 可 以 写 & = 全"。 那 么 我 们 有 下 述 
命 证 4 f 是 可 道 的 当 且 仅 当 是 一 个 同 构 。 它 的 逆 是 唯一 的 ， 如 果 存在 f DES f^ 
"É, B7)! = f。 进 一 步 ， 如 果 ,f 和 9 是 可 逆 的 ，fog 有 定义 . 则 (fog) =g of 


证 明 :第 一 个 论断 是 定义 的 另 一 说 法 ,第 二 个 论断 可 由 证 明 “/ 是 一 个 同 构 当 且 仅 当 /是 


一 个 相互 保 核 收缩 和 保 核 收缩 ”时 所 使 用 的 方法 推出 ， 因 为 f 的 两 个 着 9， 9 的 每 个 既是 左 
逆 也 是 右 道 。 第 三 个 论断 可 立即 由 定义 推出 最 后 一 个 论断 的 证 明 ,只 须 注 意 (foeg)(g 人 5) 


= 1 和 (g :of tog) 1， 利 用 结合 律 。 口 
范畴 它 的 一 个 子 范畴 是 一 个 范畴 ， 它 的 事物 和 态 射 是 它 的 事物 和 态 射 的 子 族 。 注 意 所 有 
的 范畴 有 直接 和 与 乘积 。、 


因为 我 们 既 要 处 理 序 又 要 处 理 范畴 概念 ， 就 应 注意 ， 一 个 Poset 工 能 以 下 法 看 作 一 个 
范畴 ， 它 的 事物 是 工 的 元 素 ， 对 a,5E 工 ，Mor(a;b) 是 某 一 个 点 集 ， 璧 如 HN ab, E 
是 (0), WE Mor(o,b) = 中 。 结 合 律 对 应 传递 性 ， 单 位 元 的 存在 性 对 应 反 身 性 。 作 为 一 个 
范畴 ，L 有 直接 和 与 季 积 ， 当 且 仅 当 它 作 大 一 个 Poset 是 一 个 完备 格 。 


6. 关 系 


关系 的 重要 性 几乎 是 不 言 自 胡 的 。 在 一 定 意义 上 ， 科 学 就 是 提 露 所 关心 的 事物 之 同 的 关 
系 ，Zadeh [5] 已 经 指出 关系 的 研究 等 价 于 系统 的 一 般 研 究 ( 系统 是 “ 输 入 ”空间 和 “ 输 
出 ”空间 之 间 的 关系 ) 。 另 外 ， 在 我 们 的 理论 的 纯粹 数学 的 发 展 中 ,关系 起 着 一 个 中 心 作用 。 

在 所 谓 “ 软 ”科学 中 出 现 困难 ， 因 为 它 所 包含 的 关系 不 以 “ 硬 ” 的 形式 出 现 ， 警 如 说 ， 
它们 在 古典 物理 学 中 。 概 率 论 的 彻底 应 用 摆脱 了 许多 困难 ， 但 是 显然 留 下 其 它 困难 。 我 们 提 
出 ， 更 进一步 的 困难 可 以 通过 不 分 明 性 的 系统 开发 而 解决 。 

:反省 将 指出 ， 对 于 x 和 y 是 小 汽车 ， 小 说 ， 政 治 家 等 ， 关 系 “x 较 》 好 ”这 个 概 念 在 
某 种 意义 下 是 不 分 明 的。 我 们 提出 ， 这 里 所 说 的 意义 可 以 适用 于 生物 学 ， 心 理学 ， 工 程 设计 
和 经 济 学 等 问题 。 

我 们 知道 ， 上 一 关系 REL 的 元 素 ， 而 工 一 不 分 明 的 L-AREA, L >L. 
RRX DORE X 8l Y f L—X 8888, fis QGYs ORR X SY 828 418 L— 
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关系 的 集合 。 rt 
在 系统 理论 中 ,一 个 不 分 明 7 一 关 系 对 应 不 分 明 系 统 的 一 个 不 分 明 类 (参看 ZadehT2])。 
这 一 节 我 们 讨论 不 分 明 关 系 的 代数 理论 和 计算 ， 它 也 是 不 分 明 统 的 代数 理论 和 计算 。 
如 果 尺 是 了 到 2 的 一 个 工 一 关系 ，S 是 XX 到 了 的 一 个 工 一 关系 * 尺 和 S 的 合成 .RoS 
可 由 下 式 定 义 
(RoS)(X,Z) = VilS Go y) * Ry 2. 
命题 1 、 工 一 关系 的 合成 满足 结合 律 。 


证 明 ， 
[CRoS)oT]J(xsu)=V{tV{RGxj3) oS (ye TC ju). - 
2 了 
= VARGGy * S(y,2) TG,u)) 
y 


= AR . VISO aT E 
z 


a ga) 

设 羡 是 一 个 集 ， 则 EE Aon X i C Crisp ) 恒 等 关 系 ， EMEA Esos )= 0 如 果 
x3ex, M ExCxx) = 了 。 我 们 可 以 把 Ex 写 为 E. sa 

命题 2 EG H, WR REX IY 的 一 个 /一 关系 ， i 

ABI. ExoR( 3) = Vo UGG y)! 419 Er sy) hR, 2,59 — 4 8T AR ERA. C] 

这 两 个 命题 指出 ， 有 一 个 范畴 R(L)， 它 的 事物 是 集 ， 而 它 的 态 射 是 上 一 关系 ， 即 对 集 . 
X,YMorQGY) S ROGY L). E: 

X IY — L—ER REEM, SBDCUMEEICX, HERNY EY 使 得 
RGGy)20, WI 一 个 Crisp 函数 关系 是 一 个 通常 函数 。 HIMNO RN A RER 
为 太 射 ， 得 到 一 个 范畴 ， 它 是 集 和 对 L =2 的 映照 的 范畴 。. 

如 果 。 是 八 ， 这 个 结构 能 适 于 关系 的 对 偶合 成 6。 

根据 前 一 节 的 一 般 不 分 明 化 过 程 ，L" "也 是 一 个 范畴， 它 的 事物 是 集 r Bm bà 
不 分 明 工 一 关系 ， 即 对 以 ,了 ， 集 "m 

Mor(X,Y) 2 L* ^" 28 QGY SD. 
L'O WESRAERCO, Rise. BA, X EY, ZLI, SEA, Y DMT E 
ROC Zi LYSTÍIEF 4 8 GUB — EC 

(809 XT) = V AACR) * IRoSS TFe G) EB E AUG Gs SUEHESL" O HAL). 

3c ps E X HE RIO COACH HEREN. RA, Y DUREE GC Y » DORER LW, 
ADEAHR CS. 分 别 是 XY 和 ROGY 4) ， 所 以 特别 是 LAR, GERVEAURICL GRRE 
构 ， 如 通常 那样 。 TEX 

特别 地 ， 它 伯 是 偏 岸 集 ， 因 此 对 不 分 拥 工 一 关系 etr rix nous 

(ROPT) VIRAR) » 94S) | ROS TI, 
Bust TENE 它 的 事物 是 集 ， CISEHES AM 工 一 关系 ， mentita 
X. ; & 

—^ X8) Y 8j | LRAT /一半 系 是 了 数 ， 如果 它 仅 在 厂 上 Ado. 

VAHEA(OON —AEIERS, VEISSEERWCRASI 工 一 关系 。 v 


ne 


合成 和 RX Y ; 虐 ) 内 的 格 运算 和 免 ( 羡 ,Y3 工 ) 有 下 述 关系 
命题 3A。 RBR TER(X,Y3L), S,S,, UCROGYSD., RI 
(D 如 果 O 是 关系 O, OoR - RoO = 0, 
(2 R&T-RoS« ToS« ToS; .并 SLU 9RoS«RoU; 
(3) RoV,Si 7 V.(RoS, JEB(V .R,)oS= V. (R05), 
(4) 对 。= 八 ，Ro 人 ,S, 和 人 ,(RoS,)，( 人 ,Ri)oS 和 人,(RioS)。 
证 明 ， 第 一 和 第 二 个 断言 实际 上 是 明显 的 。 在 (3) 和 《4) 中 的 两 个 断言 是 对 称 的 ， 大 以 
只 要 证 明 其 中 一 个 即 可 ， 作 于 下 
(RoVS 652) = VICVS Go») * Rszaj=VV{S, (xsy)。RCyse) 
i e A iy 
=V(RoS O62 
i 


GAS Gun = VICARI ES ne RG»2) SV MS) e R(y,z)} 
SAY) RA (RoS, Oy ,22. a 


m m — ASAT, €, Zi Die, Pp 9 € 9 QCG YiL) 
都 成 立 ， 在 合成 的 两 类 定义 下 。 


REROGY  DRBUL L-A; & C RO Xs D, EROS =R) . limes 


OGY DISEIERAWI L—X Kad JD, REAR = ado, 
命题 4 。 Ee R, ERX, Y; DfüSe€RQ' ,ZiLD), W 


(CD (SoR) = Xo, | 
Q VRO = VkK,, 及 双生 
(3) R =R, 
G—ÓPREHARER; A, SWE AFAPAREX). 
证 明 ， 
(y RO Gs = (YRD Gu) 2 V REID 7 Vcr o) V Olten. 
Li LI `a Er 


(o9) (T) = VAAR) a 9 C) RoS f) 2 y (a Q0 « 9S) So er) 


-oAXT. 

其 它 的 断言 或 是 很 容易 的 或 是 类 似 于 上 述 。 口 

因为 R(ZL) 和 狗 ( 二 ) 是 范畴 ， 前 节 定义 的 逆 的 抽象 概念 作为 关系 之 道 的 概念 是 有 用 的 。 
为 了 更 具体 ， 一 个 工 一 关 索 及 是 了 可逆 的 。 当 B 仅 当 存在 一 个 工 一 关系 3 E RoS =E H 
SoR-E, MS JE RI, THR "= S。 对 工 一 不 分 明 的 也 一 关系 办 有 类 以 结果， 关于 浊 
的 一 般 范 时 结果 给 出 下 述 

命题 5 L—XXSHEB E 一 。 如 果 尺 是 可 着 的 ， 其 道 记 为 R-:, 则 (R-')-! = RR。 
HERAS 是 可 着 的 ,:RoS BOE X, M RoS- 也 是 可 逆 的 ， 并 且 (RoS)-:= S-:oR-:。 对 不 
分 明 工 一 关系 有 类 似 结果 。 


x7 


似乎 可 道 工 一 关系 和 不 分 明 工 一 关系 必须 是 很 特 殊 的 ， 并 且 不 是 很 不 分 明 的 。 相 反 
(conuerse) fi (iw vesse) 的 性 质 形式 上 的 类 似 性 和 对 L = 2 的 事实 提示 相反 和 北 之 间 应 
当 有 一 个 强 的 关系 。 这 些 猜 测 在 假定 。 在 工 内 没有 零 因子 下 被 证 明了 。 定 理 1A 失效 ,如 果 
da S L-J*,*2A,0,07u,(0,D07 vX =Y 2 0,2), fü R X EEX E I€U,2). 
X ixjh, RG,j)=u, HB RG,i v, WIR"! - R, BÆ RFE crisp, 

定理 1A、 如 果 。 没 有 零 因 子 ， 可 逆 工 一 关系 是 集 同 构 ( 即 crisp 1 一 1 到 集 映照 上 ) 

ÆA, Bit RERX,Y L), S R(Q,X,LD) 使 得 SeoR=Er 和 RoS= Er*， 即 使 得 
VAR ,y) * SCy 3) = ExCx*, x) l VASQy x) e RGx, y ) - EvCy y 0, iX 
着 ， 

A) Vx' FxVyR(x’,y)e S(y,x)= 0 

(2 VxV,(iRG, y(8 SCy 30) = 万 

(3) VysyA'xRG, y) *SCy,3) 20, 

(4) Vy VxlSCGo 32 * R(x,y)}=1。 

现在 设 尺 不 Cnisp， 即 设 习 xe，y。 使 得 

R(xoye)=asO,J。 
Bo 
VxsexoR(e y) * SCyo,3:0 2O, 


即 geSCyo)x)=O, HZ aI, H (D RAS SA xe ERES Cro ROG y) o, 


Wa*CS(yo,2 * Réx, 0180, BASSES T, BÆ e SC 30) * RG 900 70, 
这 与 结合 律 矛 盾 。 所 以 及 是 Crisp， 根 据 对 称 性 ，S 也 是 Crisp, 
则 (2) 变 为 
VriByiRG, y) = SCy 3071, ' 
(4) 变 为 diei 
VySxiR(G, y) S(y x) =I. 
， 现 在 假设 R(x,y) = RGr x) =I, HEREA ye y fi RGo y) 2 I D 9 RGG y) 
。S(y ,x)=0, 那 么 R(x，,y') 和 RR(y，,x) 之 一 为 0, 又 发 生 牙 盾 ,这 样 一 来 ( 习 1 表 示 习 唯一 的 ) 
Vx3ly:R(x,y)=S(y,x)=1, 
由 对 称 性 得 
Vy3lxiR(x, y) 2 SCy 3) 7 1, 
HAR, yi = SQ) = 0L RES 者 是 函数 并 且 同 构 ， 像 crisp 一 样 ,有 R’ =S. 0 
定理 1B8、 儿 (了 上) 内 的 可 道 不 分 明 上 一 关系 是 R' 形 的 ， 这 里 尽 是 一 个 可 逆 了 一 关系 ; 当 
dB (cónieisé) TEM, 3E CE w veiss) JBR. 
证 明 ， BARERA, YL), 9 ERY, X LEROI = 8NI oR = 81, MO) 
Æ RoS>E,, WRCR) + 9(S)=0; (223R,S 使 得 ROS-E, H8 (R) e 9 (5)20, 
(3) 若 SoRSE,, MRA(R) e 9(S)= 0; (4) IR,S W SoR =E; HR) e 9 ($)>0, 
R R,S HEO. MAR) * 9(S)>0, B G)RIERE SoR=Er. Z RMS RE 
ij, MARTH. 
ESAN, RER ERARO, 
.75*5 


则 Rog (R oS)>0, 这样 R'oS = Bx. WV oz(SoR/)»O, BIASoR'-E., B SE. 
的 唯一 性 ，R= R'。 ES $c 

BIULAXER ERI, EGXCCHIGRO, Ha Rt. HRE, 9, S 也 有 相应 结果 。 口 

如 果 我 们 利用 含 成 的 第 二 个 定义 (用 RoS<T 8H RoS = T) , 便 没 有 可 逆 不 分 明 L 一 
XR, WIWRüiAo»-8, PRE FAEoG69(E)18 (E) 31, RAnDBR 有 
ES F2809(F)70, a 

特别 地 ， 如 果 工 没有 零 因 子 ，- 我 们 已 经 决定 第 ANXO OBEN AUR 
即使 上 没有 零 因 子 ， 相 互 保 核 收 缩 和 保 核 收缩 不 愉 是 crisp。， ， o 

3 Cinwense ) 和 相反 ( conuense ) 一 致 这 个 精 测 一 般 来 说 是 对 的 。 

定理 2. 一 个 /一 关系 的 逆 ( 当 存在 时 ) 等 于 其 相反 。 

WER: BETA, Asg, M 

SoR (x, x)= VR(x,y) *S(y x) =9， 当 xx 
» 


RoS (y,y)  VSQ x) * R(x,y)= Or S yy. 1 
现在 RR= RoSoR， 所 以 我 们 得 到 d 
RGI = V RGY) * SC) * RG 3) = RGG3) * SG) * RGI); 


最 后 一 步 是 由 前 面 的 结果 ， 除 过 y= y xx, NR) * Scri, . Sn EG 所 以 
由 第 3 节 命题 8 的 人 1) 有 ， i 


REDS, x)» 


由 对 称 性 SO OSRE y). MARKA 345 RGG y) = SQ x», 即 S= R, ü 

前 一 节 我 们 证 明了 一 个 范 恩 内 的 事物 的 自 同 态 集 是 具 单位 元 的 半 群 ( 命题 3 ) 。 这 样 一 
KRX, X DMA, X DERA L7CRS 3:88, 它们 此 后 分 别 记 为 RAID MAXL). 
结合 这 一 结果 和 本 节 较 早 的 结果 ( 命题 3 ) ， 我 们 看 到 已 经 证 明了 

定理 3 、 ROG DR A QG DREE closs, 它 具 有 单位 元 vg xA, 


当 我 们 利用 合成 时 。 
这 当然 是 closg 的 附带 结 构 ， 它 们 已 继承 了 L, IE e KARE 现在 推出 2. P. 


202) 它们 是 剩余 格 ( 关于 合成 ) 。 


关上 的 工 一 关系 尽 是 对 称 的 ， 当 且 仅 当 R2, Jefe, E RÉ RORSR. 对 于 
不 分 明 上 一 关系 类 似 。 

MG 对 称 [ 一 关系 的 交 CUERO RC, fei L— RAE dba AUR 
了 一 关系 的 并 ( 即 上 确 界 ) 是 对 牧 的 。 对 不 分 明 工 -一 关系 有 类 似 结果 。 :. 

关于 传递 性 的 结果 要 求 。= 人 。 ， ， LENA T 


UP. RROCRGXDESR, = Ki. W T et 
(RO =V ,= VR. ps Peg de 
i HOP. uot 
对 侦 关 系 也 成 立 。 现 在 设 RR,E RCXIL) 使 得 民 ,oR,<Rs。 则 
“76* 


ARARSA CR,oAR,) SA CR,oR ) SAR.. XS OG D2881.. D 
pod — 4 i i i 
dE. BARERA DADR L-ABE, GE ROMER 一 关系 
包含 它 ， 有 一 个 最 大 工 一 关系 含 于 它 。 对 ROGDSUL 
证 明 ， 所 有 断言 的 证 明 类 似 于 第 一 个 ， 而 它 的 证 明 如 下 ; 设 Q 是 所 有 对 称 工 一 关系 S 
的 集 使 得 R<S。Q 夺 中 因为 1 EQ， 则 S,= 八 {SI1SE Q} 是 所 需 的 最 小 对 称 关系 记 R。 口 
同样 可 建立 ， 每 个 关系 含 于 唯一 的 最 小 关系 内 ， 这 个 最 小 关系 既是 传递 的 也 是 对 称 的 。 


7. & 


本 节 我 们 定义 和 讨论 各 种 像 的 性 质 。 间 接 像 是 Zadeh [1 影子 ( Shadow ) 概念 的 一 
种 推广 ， 利 用 它 ， 我 们 以 一 种 方法 不 公明 化 集 论 ， 这 包含 不 分 明 的 映照 和 不 分 明 集 。 各 种 像 
有 重要 的 现象 解释 。 

设 p 表示 一 个 固定 简单 集 ， 或 包含 p 的 单子 {p}( 上 下 文 将 指出 它 到 底 是 什么 

如 果 4 是 呈 到 XX 的 一 个 上 一 关系 ， 我 们 也 将 令 4 表示 X LH L-R, BIRA, x) 
到 “EX 相反 地 ， 如 果 AEX LALR RIS 4 也 表示 p 到 无 的 也 一 关系 , 它 
由 A(byx) = Akx) 定 义 。 这 个 对 应 等 价 于 同 构 x 兰 上 <。 它 也 等 价 于 不 分 明 集 和 那些 不 分 
明 系统 之 间 的 一 种 对 应 关系 ， 这 此 不 分 明基 统一 旦 它们 的 一 个 输入 被 “推进 > (pushed) 
就 会 产生 一 个 不 分 明 粮 出 。 

类 似 地 ，Y 到 p 的 工 一 关系 是 yr L— 集 的 1 一 1 对 应 关系 。 则 合成 RoA JE p 到 了 的 
一 个 工 一 关系 ， 它 可 以 看 作 Y 上 的 一 个 工 一 集 。 我 们 称 这 个 集 为 4 的 直接 R 一 像 或 4 的 
及 一 像 ， 或 在 尽 下 4 的 像 ， 我 们 以 RC4) 或 有 oA 记 它 。 

如 果 我 们 把 及 看 作 一 个 系统 ， 而 把 4 看 作 一 个 输入 ， 则 像 R(A) 是 一 个 不 分 明 输出 , 它 
分 配 元 素 的 赋值 或 隶属 度 等 等 到 点 输出 y CY 。 前 节 关 系 的 研究 使 我 们 能 够 立即 推 出 这 个 直 
接 像 的 一 系列 性 质 。 

命题 1. t A,B A X Ei L-k, iR, SMR eX 8I Y 的 工 一 关系 。 则 

(D ASB*R(A ER(B)Y 

(2) RVA D= VRAD 

(3) R(V,AO&VARGA Ds 

4) RC) 20, 

(5) RKSSRODKSOD; 

(6) CV, R.JCA) = V LER CAD 

(7) EA, ROO AGER CA)3, RES As 

(8) 0(A)= 0, 

也 有 关系 合成 的 结合 律 的 下 法 有 用 结 时， 

" 命题 2 设 R 是 一 个 Y 到 Z 的 L 一 关系 ， SAXSYMN— ALR, Ad X fS 
L=% "DO— f 
; (RoS)(4) =R(S(A)). 
duRRAEXSYBN—T-L—XR, BEY 上 的 一 个 上 一 集 ， 合成 BoR 定义 六 上 的 
-77s 


一 个 工 一 集 ， 我 们 称 它 为 也 的 原 R 一 像 或 在 下 B 的 原 像 ， 并 记 以 冲 (B)。 这 个 述 语 是 恰 


当 的 ， 只 需 注意 原 像 事实 上 是 ( 计 。 疙 )”， 这 里 当 一 个 集 是 时， 没有 多 少 差别 ， 前 一 节 
关于 相反 Cconvernse ) 的 结果 允许 这 节 命 题 1 和 2 的 性 质 对 原 像 成 立 。 

如 果 工 = 2, 这 些 结果 就 成 为 集 论 映 照 的 通常 的 类 似 论 断 。( 原 像 通常 叫做 逆 像 (invenre 

jmage)) 

Mit REX 8I Y 的 一 个 关系 ，4 是 七 上 的 一 个 工 一 集 ， 已 是 了 上 的 一 个 工 一 集 。 则 
AR BH 有 一 像 是 工 的 元 素 ， 由 合成 BoRoA 给 出 (如果 你 愿意 把 它 写 为 BoRoA(P,P) 
也 可 ) 。 它 测量 在 只 下 4 和 B 相关 的 程度 。 与 上 述 平行 的 命题 对 这 个 二 重 像 也 成 立 。 

事实 上 ， 直 接 像 和 原 像 是 下 述 二 重 像 的 特殊 情形 ， R(A)(y)=y*oRoA ; MRB) 
= BoRox*, 

我 们 现在 给 出 允许 的 集 论 不 分 明 化 。 设 范畴 S( 工 ) 的 事物 是 工 一 集 AX OL AXL 
到 BY -的 态 射 是 有 序 三 元 ( A,B,R ) X HUE X 3] Y 的 一 个 工 一 关系 使 得 RG0«B, 
即 

Mor(A,B)=1{(4,B,R)IR(A)<B}. 
设 (4,B,R)E Mor(4,B) 和 (B,C,S)EMor(B,C)。 则 (B,C，,S).(A,B,R) 定 义 为 (A,C， 
SoR)， 由 命题 2 的 结合 律 性 质 看 到 它 是 Mor CA, O RJ — T 3E. PERDONO GR RT hr 
成 关系 的 结合 律 证 明 ， 扎 然 (4，4,1x) € Mor CA, DÈ A XL 的 一 个 单位 元 。 我 们 称 SCL) 
为 一 集 和 工 一 关系 的 范畴 。 其 态 射 仅 含 函 数 关 系 的 子 范畴 FC 工 ) 是 不 分 明 集 和 不 分 明 函 数 
的 范畴 。 

这 些 考察 推广 到 不 分 明 了 一 关系 和 不 分 明 工 一 集 。 

dEAJXE X SL Y 的 一 个 不 分 明 上 [一 关系 ， 丙 .Ad 是 关上 的 一 个 不 分 明 L-R, MAEPA 
XHARRA 工 一 关系 。 则 合成 % of 是 已 到 Y 的 一 个 不 分 明 上 一 关系 ; 它 可 看 作 Y 上 
的 一 个 不 分 明 一 集 。 如 所 作 的 一 祥 ， 它 记 为 多 (W)， 称 为 4 的 (直接 ) 久 一 像 ， 或 在 纪 下 
A 的 (直接 ) 像 。 为 了 完全 明确 ， 我们 有 d 

ACAB) 9 VARIR) * aC CD ERA = B), 
iB BÆY 上 的 一 个 工 一 集 。 性 质 (1) 一 (8) 和 结合 律 成 立 〈 我 们 也 能 利用 合 成 的 第 二 个 
定义 ) 。 

dUERSiY 上 的 一 个 工 一 集 ， 合 成 各 REXX 上 的 一 个 不 分 明 LR, UHER TF I 
RUP, iU CAD. GH (1) 一 (8) 和 结合 律 也 成 立 。 

IE d S A R omo 是 忆 到 已 的 一 个 工 一 不 分 明 的 了 一 关系 ， 即 L* 的 一 
个 元 素 ， 或 一 个 “不 分 明 值 ”。 

给 定 多 和 wd，B 了 >B*o%o.d 给 出 一 个 L" 到 L' BRR. KULER yy oR od。 如 
果 * = 八 , 人 们 能 够 利用 对 偶合 成 并 得 到 对 偶 性 质 ,如果 L 是 有 余 格 ,是 用 俩 然 余 (occational 
complement) 给 出 定义 ， 以 获得 适当 的 有 余 性 质 。 

THE UN Y OO, CUREA BC, A) € Mor g)e S8 00«$ 
来 定义 并 且 存 在 仅 包含 函数 关系 的 子 范畴 8 CL). 

命题 3 设 4 是 X 上 的 一 个 工 一 集 ，S 是 Y $8) X 的 一 个 函数 了 一 关系 ， 尺 是 它 的 相反 。 
则 i i 


ET 


SoRG)«A, 
证 明 ; 


SoRoA(x)= V (AGO * R 53) * SCy 30) 


yx 
AGOeRG,3)eS(y x) «AGO. — Vx,x,y. D 


dn RGREUK, HERRALA, WR. cA, KxMBRERoK oA«A, 这 样 一 来 
已 经 证 明了 下 述 估计 (来源 于 Zaden [4] ) ， 
GE. ARX ERA LR, R 是 了 到 的 函数 工 一 关系 ，。= 人 。 则 


VR. oR, oA«A« VR, GK,oA. 


完全 同样 的 结果 对 不 分 明 LRA 和 不 分 明 L-RRA, 9, RRL 

设 R 和 S 是 于 到 了 HEARR. WRA X 上 的 所 有 工 一 集 4, RX ERN H crisp 
单子 4, 有 R(A)=S(A), 则 R=5。 类 似 地 ， 如果 BoRoA - BoSoA 对 所 有 crisp 单子 
B,A xr, WIR-S, 


8. Hg fog z ie hy BR E 


这 一 节 我 们 略 述 不 定 判断 的 代数 理论 ， 它 是 不 分 明 的 而 不 是 统计 的 。 我 们 给 出 少数 的 结 
果 和 某 些 一 般 的 想法 。 其 中 的 大 多 数 适用 于 crisp 判定 过 程 ， 我 们 不 处 理 最 优 判定 过 程 的 
问题 。 

当 一 个 不 分 明 集 AXL 可 以 作为 问题 的 非常 适当 的 描述 时 ， 实 际 上 有 趣 的 事情 是 想 
得 到 一 个 判定 或 解 。 一 个 集 X 上 的 一 个 判定 函数 是 一 个 映照 d:XX 防 L。， 我 们 称 工 ,为 一 个 
判定 语言 ， 即 d 是 站 上 的 一 个 工 。 一 不 分 明 集 。 这 类 不 分 明 集 与 不 分 明 性 的 直观 概念 很 少 有 
关 ， 但 是 它 却 恰好 硕 应 我 们 的 框架 。 常 常 ， 相 当 的 关 是 另 一 个 集 Y (BL. 

自然 我 们 假设 Lo 是 至 少 是 一 个 具 OO 和 了 的 完备 格 。 MEd 决定 “是 ”或 “ 否 ", ,=2 
TR d dk X 内 排列 随便 一 个 顺 次 ， 工 。 是 单 序 。 工 ,能 够 是 一 个 自由 分 配 格 或 波 雷 尔 代数 , 它 
是 由 基本 判定 的 一 个 集 D 生成 的 ， 或 者 如 果 另 外 其 它 都 是 不 适当 的 ,L。' 便 是 直接 判定 语言 ， 
具有 如 下 Hasse 图 解 


显然 它 是 不 可 分 配 的 。a EL。 在 d 下 的 逆 像 是 X 的 子 集 ， 对 它 来 说 判定 a 被 给 予 ， 在 很 多 
.79 。 


情形 下 ， 判 定 O 和 了 将 是 “ 互 斥 ”判定 。 

由 一 个 函数 .4:X->L 到 一 个 函数 di X -> 了 。 的 最 自然 的 方法 是 经 过 一 个 函数 户 工 一 Lu。 
这 样 一 来 ， 本 节 我 们 关心 的 是 格 之 间 的 映照。 

从 一 个 Closg L, 到 另 一 个 工 ; 的 映照 1 可 以 是 多 种 类 型 的 ,例如 ， 一 个 集 映照 ;一 个 偏 
序 集 同 态 ， 一 个 保持 V 或 入 的 映照 ， 一 个 格 同 态 ， 一 个 完备 格 同 态 ， 一 个 Closg 同 态 ， 这 
些 中 的 每 一 个 都 能 保持 O 和 /或 1。 同 态 的 这 个 〈 偏 序 ) 系统 给 出 判定 过 程 的 一 个 代数 分 类 
方案 。 分 别 考察 保持 V， 八 和 。， 它 还 能 稍 有 扩展 。 

一 个 偏 序 集 同 态 保持 坟 ， 不 是 每 个 伪 序 集 同 态 保持 V 或 人 ， 而 是 某 些 保持 这 个 但 不 保持 
另 一 个 。 但 若 一 个 映照 保持 V 或 人 ， 易 看 出 它 是 一 个 偏 序 集 同 态 。 如 果 它 同时 保持 V 和 人 ， 
由 定义 它 是 一 个 格 同 态 ， 如 果 格 是 单 序 的 , 则 ! 是 一 个 偏 序 集 同 态 当 且 仅 当 它 是 一 个 格 同 术 。 

实际 中 产生 的 映照 在 这 个 系统 中 趋向 稍 低 ， 虽 然 越 高 ， 它 越 具有 好 的 代数 性 质 。 我 们 举 
一 些 例子 。 : 

3E LGRHOEBS SX. LW F, bCa Ntb) Rba, WEI, tA 
a 一 开始 映照 (a 一 threshold mapping) , 它 是 一 个 完备 格 同 态 ， 保 持 了 和 O, 除 非 是 = o 
的 平凡 情形 ， 如 果 工 = J，+t 是 一 个 Closg 同 态 。 这 大 约 是 可 能 遇 到 的 ( 除 过 同 构 ) 有 趣 的 
一 个 映照 (代数 说 法 ) 。 

如 前 所 说 的 + 用 通常 的 按 坐标 的 过 程 诱导 出 同类 t: LOr 的 一 个 同 态 或 更 一 般 的 +， 
L'2* 对 任 一 X 的 一 个 同 态 。 人 们 甚至 对 每 个 坐标 能 使 用 不 同 的 +。 

一 个 有 趣 的 例子 出 现在 复 型 分 类 中 ， 假 设 一 个 模型 由 实数 的 一 个 N 一 向 量 《 像 第 2 节 中 
Nos) 表示 。 则 开始 变换 ( threshold transformation ) t? 以 特别 好 的 方式 把 模型 
化 为 二 元 N 一 向 量 。 

我 们 可 以 把 HERRE X = (0,1, sn- 1 上 的 一 个 了 一 不 分 明 集 ， 用 表示 {0,1 
2,ys,0-1), iE BEI, RIZR JI 5| R WRR, CRAI, BU) * AGJEX, XH è =R 
法 。 不 失 序 理论 的 一 般 性 ， 我 们 能 规范 任 BERS (BO, WW: SJ. WE ARL 
标的 一 个 加 权 ， 如 第 1 节 中 所 说 的 。 它 是 一 个 偏 序 集 同 态 ， 它 既 不 保持 V 也 不 保持 八 . WE 
能 看 作 A €T 同 刀 的 相互 关系 的 估算 。 对 无 限 下 标 集 克 ,和 (summation) 可 由 积分 代替 。 
我 们 也 能 利用 Closg R sk Z 替代 了。 按 坐 标 扩张 产生 形 为 = Oy W cs PISIS 
偏 序 集 同 态 。 

上 述 形式 的 映照 所 ，J*>J" 可 以 作为 模型 分 类 机 器 的 直接 一 步 ， 依 此 环 , 估算 AEJ* 
同 某 些 模型 的 原型 B,EJ* 的 相互 关系 。 

设 AELz， 考 察 映 照 m; LL, TATE 


ATONVAAGO Ix XI, 

则 mm (R38 Vs Tim CA e BycmGD o mD XHW e — 人 成 立 ， 甚 至 当 工 有 一 个 给 定 
的 。 不 同 于 人 也 成 立 。 

按照 我 们 已 经 构造 的 模型 分 类 机 器 ，m 应 告诉 与 一 个 几 藏 原型 B, 的 最 大 相 互 关系 是 什 

么 ， 并 且 多 少 应 测量 判定 方案 的 有 效 性 ， 这 个 方案 分 配 4 到 具有 一 个 代表 的 类 ， 这 个 类 与 
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AURORA. 4 dODAURGKA IS, EI, K 中 之 一 ,或 者 说 ，( 开 = 208,2 EL。 
中 之 一 ， 这 里 L。 有 本 节 早先 给 出 的 喻 斯 (Hasse) 图 。 D 

那么 映照 1= mow (或 1= mowot ) : 加->J 3nd, I>]. Æ Crisp 函数 系统 ， 它 们 
描述 了 这 个 机 器 的 运算 。 首 先是 保 序 的 。 EIUUERHNS ule MEOS, 我 们 
约定 这 里 不 讨论 它 。 

我 们 现在 问 ， 在 Closg 同 态 下 前 几 书 我 们 是 如 何 定义 各 种 不 分 明 结 鬼 的 。 典型 的 结 果 
是 在 范畴 论 的 意义 下 ， 一 个 不 分 明 结 构 以 函 子 身份 出 现 。 

从 范畴 它 到 范畴 它 / 的 一 个 协 变 函 子 是 安 ” 内 的 事物 T CD 到 C 内 每 个 事物 4 的 一 个 分 
E, LEC KEH T): TUO T(D) HEREDEN fı 4-> 刀 的 一 个 分 配 ， 其 分 
配方 法 为 TQ)=1r oy 和 人 (fog)= 人 (J)oT(g)。 我 们 将 写 'T: eot. 

一 个 协 变 函 于 一 了 诱导 从 Mor? (4,B) 到 Mor 儿 '(T(4),T(B)) 的 一 个 映 照 ， 由 定义 
立即 推出 诱导 从 End(4) 到 End( 下 (.4)) 的 一 个 半 群 同 态 和 从 Aut(4)' 到 Aut(T(4)) 
的 一 个 群 同 态 。 同 时 若 fs A 了 B 是 它 内 一 个 群 同 构 ， 则 TOO: T(A4)->T(B) id 内 一 
个 同 构 。 

REREH, itl: LL. 是 一 个 closg AS. 则 1 话 导 一 个 函数 19， LS 
L, CHENE, HERM A, ICA = ADEFEL Inm fe Mor (A,B) (OT) 
(DRIF), 使 得 1?(F)E F,0, 一 般 地 说 ， 对 1 (D 将 写 为 IF 。 容 易 证 明 
FoG)=1FolG 和 1(1,)=1, 使 得 我 们 的 确 有 一 个 函 子 。 

在 集 范畴 R) M L-ARK, h Li D 请 导 每 个 事物 到 自考 的 ， L,—XRR. XY 
2L, 到 工 :一 关系 1R， XY OL. 的 一 个 函 子 R(. 

3983 ETE SCIRE] ROCGY LODRA, Y 3 工 ,) 是 一 个 完备 格 同 态 。 

我 们 已 经 知道 1: R(X;L,)>R(X; 工 ,) 是 一 个 半 群 同 杰 , 因 为 它 来 源 于 R(L,) 到 RCL,) 
的 函 子 ， 并 且 由 于 它 是 一 个 完备 格 同 态 ， 所 以 它 是 一 个 closg 同 态 。 

ji^, SEL LOL REX hAOGY;L098(OGY;L03398 ER (X,Y; 
LO, RCROGY ; LORRE€RQGY ;L), (A) (R) 21V( Q0 IR ? RV, 这 定义 了 一 
个 格 同 态 ， 则 I8 TREREA IESU ZR EB BER — MEFR) &U(D99G:. 

对 具 不 分 明 集 和 态 射 的 范畴 ， 情 形 基本 上 是 相同 的 。 设 !: LL: 是 一 个 同 态 ， 则 我 
们 定义 从 S(L,) 到 5S( 工 ,) 的 一 个 协 变 函 子 ， 这 里 它 映 事 物 4，X 了 Li Simo LA. XoL m 
映 态 射 RA 局 B， 对 每 个 RER(X,Y ;LL )， 到 1R， 1AS1B, IREeROGY ;L,)。 仅 需 验 
证 

R(A<BIIR(UA) SIB, 
而 这 是 容易 的 。 
对 9 ( 工 ) 的 情形 是 类 似 的。 我 们 定义 1-4 为 
1ILCD=V(GLLC4)14= A), 
如 上 一 样 讨论 。 

同样 的 结果 可 用 同样 的 方法 获得 ， 如 果 我 们 限制 函数 关系 ， 或 对 。 = 人， 我 们 利用 对 偶 
合成 。 

人 们 能 够 把 LU 和 1? 看 作 定 义 从 格 范 畸 到 " 范 骑 的 范畴 ”的 一 个 协 变 。 严 格 地 说 ， 不 存在 


E 


XHUS IUBE CES LE B CUBO T, BEARR Mor Ce, 9) 是 所 有 协 变 函 子 
T. €2«c' 时， 范畴 的 所 有 公理 满足 ， 映 照 工 到 RI, LL. Flit, LoL 满足 
这 些 范畴 之 间 的 一 个 协 变 的 公理 。 检 验 这 个 论断 的 最 好 方法 大 概 是 作为 一 个 数学 隐喻 。 
一 般 地 能 检验 在 一 个 变量 时 这 些 不 分 明 结 构 是 双 函 子 ， 逆 变 ! 在 格 变量 情形 是 协 变 。 
只 要 1 保持 V 和 。 就 够 了 ， 因 为 上 面 全 部 是 真实 的 。 进 一 步 ， 如 果 1V as Vila, 和 
1(aeb)<<la。16， 我 们 得 到 ， 例 如 1(RoS)1(R)ol(S)， 而 不 是 等 式 ， 所 以 1 不 再 完全 是 
一 个 函 子 。 


参考 文献 


1.L.A.Zadeh,Fuzzy Sets, Information Control 8 ( 1965) .338 一 353 

2.L.A.Zadeh,Fuzzy Sets and Systems,fProceedings of the Symposilum on 
System Theory,"Polytechnic Press of the Polytechnic Institute of Bro— 
oklyn,New York;1965, 

3.G.D.Birkhoff.*Lattice Theory", Vol. XX V,Znded, AMS Colloquium Pu 一 
blications,Providence,1948. 3 

4.S.Lang,*Algebra" ,Addison—Wesley,Reading, Massachusetts, 1965 

5.L.A.Zadeh AND C.A.Droeser,*Linear System Theory," Mcgraw—Hill, 
New—York,1963, 

6.R.Bellman, R.KALABA, AND L.A.ZADEH,Abstraction and pattern 
classification,Je«Math, Anal. Appl*13 (1966) ,1 一 7 

7*L*A*Zadeh, Shadows of fuzzy Sets,Probl, Transmission of Information 
2 (1966 ) ,37—44 Cin Russian) * 


*82* 


^ 4 UL d db dH 


C.L.Chang 


1.9| * 


C1) 中 引入 的 不 分 明 集 概念 为 把 一 般 拓扑 学 的 许多 概念 推广 到 所 谓 不 分 明 拓扑 空间 提供 
了 一 个 自然 骨架 。 为 简 浩 计 ， 我 们 仅 限于 解释 诸如 开 集 、 闭 集 、 邻 域 、- 内 和 集 、 连 续 愧 以 及 紧 
性 这 样 一 些 更 基本 的 概念 。 并 且 严格 仿照 elfey 的 “一 般 拓扑 学 ”中 给 出 的 定义 、 害 理 和 
证 明 去 作 。 关 于 不 分 明 集 的 记号 及 术语 同 C 1 )。 


B 


2. 不 分 明 拓扑 空间 


令 站 = {x} 是 一 个 点 空间 。 碟 中 的 一 个 不 分 明 集 4， 简 略 说 案 就 是 一 个 具有 不 分 明 边界 
的 类 。 例 如 ， 比 10 大 得 多 的 实数 类 。 这 种 类 由 4 中 的 一 个 将 每 个 * 与 它 的 “隶属 讼 ” 联 系 起 
来 的 隶属 特征 ) 函数 4、(x) 来 表征 。 我 们 将 假定 ，p* 是 一 个 从 到 [0,1 的话 数 。 但 是 ， 
像 Goguen 在 C 3 中 所 作 的 那样 ， 我 们 的 许多 定义 和 结果 不 难 推广 到 4 是 从 万 到 一 个 格 的 本 


数 的 情形 。 
定义 2.1 4ARB 是 空间 六 = {x} 中 的 不 分 明 集 。uA(Cx) 和 pa(x) 分 别 表 示 x TE AR B 
中 的 隶属 度 Ln 
A- Be» yu) 7 iG) i 对 所 有 xE 光 
ACB &» u GO us Go 对 所 有 xEX 
C-AU B&»ucGo 9 max Cu GO us GO J 对 所 有 xEXX 
D= An B&»usG) 9 min Cu4GO , iG) 2 XBUBXCX 
已 =4 &»yu(x)7l—u.QG) 对 所 有 xEX 
更 一 般 地 ， 对 于 不 分 明 集 族 4= {A411iE7}, 其 和 C= UA. 与 交 De 分 别 由 
uc) = suplan (x)} x€X 
uox) inftar G0) x€x 
定义 。 


符号 $ 表 示 不 分 明 空 集 ( 对 所 有 的 xeEX，pb (x) =o ) 关于 万 ， 我 们 用 对 所 有 的 xsX， 
ux x) =1 的 函数 表示 它 。 

现在 我 们 来 定义 不 分 明 拓扑 空间 

定义 2.2 不 分 明 拓扑 是 满足 下 列 条 件 的 蕊 中 的 不 分 明 集 族 T:，(a)g,X ET (OX 
A.BeT, Bl AC BeTy. (pr) 若 4ieT，ieT， 则 UsT。 

T 叫 关于 XX 的 不 分 明 拓扑 ， 而 序 对 ( 祥 、T) 是 不 分 明 拓扑 空间 ， 缩 写 为 fts。T 的 每 一 个 
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元 素 叫 7 一 开 不 分 明 集 。 不 分 明 集 是 了 一 闭 的 当 且 仅 当 它 的 余 集 是 了 一 开 的 。 今 后 在 不 致 引 
起 混淆 时 ， 我 们 将 把 T 一 开 ( 了 一 闲 ) 不 分 羽 集 简称 为 开 《 闲 ) 集 。 如 同 ( 通常 ) 拓扑 ， 粘 
不 分 明 拓 扑 仅 包含 g 和 和 万， 而 离 HEFT TIRDEATERAONR. 不 分 明 拓扑 U 比 不 分 明 
拓扑 T 粗 ” 当 且 仅 当 UCT。 

定义 2.3 Jis(X，T) 中 的 不 分 明 集 U 是 不 分 明 集 4 的 一 个 邻 起 ， 缩 写 为 nbhd。 当 且 仅 
当 存 在 一 开 不 分 明 集 0 使 得 4COCU。 

上 述 定义 不 同 于 通常 定义 之 处 在 于 ， 这 吾 我 们 考虑 不 分 困 集 的 nbhd ， 而 不 是 考虑 点 的 
nbhd, 

定理 2.1。 不 分 明 集 4 是 开 的 当 且 仅 当 对 包含 于 A 的 每 一 个 不 分 明 集 B AR AR B ij 
nbhd , 

AE . BR. g 

€i 因为 4C4， 所 以 存在 一 个 开 不 分 明 O 使 得 4COC 4 因此 4= 50» 于 是 4 是 开 的 

一 个 不 分 明 集 的 nbhd 系 是 该 不 分 使 集 的 所 有 nbhd 族 

定理 2.2 设 U 是 一 个 不 分 明 集 的 nbhd 系 ， 则 UU 的 有 限 个 元 来 之 充 属 于 WU， 且 包 含 U 的 每 
一 个 元 素 的 每 一 不 分 明 集 也 都 属于 U。 l 

ER, CERTUS ER ASI ABUS nbhd, WEE SUBLA T RR SHJ nbhd RMS o, 

坟 是 RNS 包 含 开 mbhd R。 站 S。， 困 此 RAS 是 4 的 一 个 nbhq，. 于 是 串 的 两 个 元 素 ( 从 而 有 限 
个 元 素 ) 之 交 仍 是 U 的 元 素 。 JUS ALPUILA ARS RIS 则 它 包 含 4 的 一 个 开 nbhd， 
因此 R 也 是 4 的 一 个 nbhd、 故 REU 。 证 完 ， PEE 

( 译注 者 ， 在 定理 2.2 的 条 件 下 ， 避 的 任意 个 元 素 之 和 属于 U * 

定义 2.4 FABEX T) PÍSPRASTS BR ARELATO B, 352, DURAS — 1- P EAS 391 
HERH AJEBUnbhd,  AUSBPIE PARRA 20) EZ AKR, MLR . 

定理 2.3 设 4 是 fts(X,T) 中 的 不 分 明 集 ， 则 4" 是 包含 于 4 的 最 大 开 不 分 明 集 。 mE, 
不 分 明 集 4 是 开 的 当 且 仅 当 A= 4"。 

证 明 * 由 定义 2.4， 显 然 ，4" 自 身 是 4 的 一 个 内 部 不 分 明 集 ， 因 此 ， 存在 一 个 开 不 分 明 集 
O 使 得 4"COC 4， 但 O 是 4 的 一 个 内 部 不 分 明 集 ， 因 此 。Oc 4" 于 是 4" =O 且 是 包含 于 4 
的 最 大 开 不 分 明 集 。 若 4 是 开 的 ， 则 .4 是 4 的 一 个 内 部 不 分 明 集 ， 于 是 4C4"， 从 而 4= Ans 
反之 显然 。 -o E, 


3. 不 分 明 集 序列 “ 


定义 3.1 一 个 不 分 明 集 序列 { An，n = 1.2… } 最 终 包含 于 不 分 明 集 4 当 且 仅 当 存在 一 
个 整数 m 使 得 只 要 n>m 就 有 A4。CSA。 不 分 明 集 序列 4。，n'=1.2,… } 常常 包含 于 不 分明 
集 4 当 且 仅 当 对 每 个 整数 m 都 存在 一 个 整数 nm 使 得 4. 二 4。 若 不 分 明江 序列 { 4,， 
n=1,2,… ) 在 fts(X,T) 之 中 ， 说 此 序列 收 笋 于 不 分 明 集 人 4， SEETERRURTA NS 
个 nbhd。 . ; 

定义 3.2 REN JE AE PORC SI AE f MIC HERR A. EA (Bi, i=l — 是 序列 {Ai， 
f = 1,2;… } 的 一 个 字 序 列 当 且 仅 当 存在 一 个 映射 N 使 得 Bi = 4s co, HERR AER m, A 

»84. 


在 一 个 整数 使 得 只 要 Don 就 有 N (i) Sm 

定义 3.3 fts(X,T) 中 的 不 分 明 集 4 是 不 分 明 集 序 列 的 一 个 豪 不 分 明 集 ， 当 且 仅 当 此 到 
列 常常 包含 于 A 的 每 个 nbhd 。 

定理 3.1 若 fts(X,T) 中 的 每 个 不 分 明 集 的 nbphd 系 都 是 可 数 的 ， 则 

《@) 不 分 明 集 4 是 开 的 当 且 仅 当 收 禹 于 包含 在 4 中 的 不 分 明 集 妨 的 每 一 不 分 明 集 序列 {4。， 
1= 1.2… } 皆 最 终 包含 于 A 

(6) 车 4 是 不 分 明 集 序列 { 4, ，;i = 1.2,… } 的 聚 不 分 明 集 ， 则 存在 一 个 收 剑 于 4 的 该 序 
列 的 子 序 列 。 

证 明 ;(a) =， 由 于 4 是 开 的 ， 所 以 .4 是 媚 的 一 个 nbhd， 因 此 ，{4.，n= 1.2,… } 最 终 包 
含 于 4。 

所， 对 每 个 BC 4， 令 U，… 避 。… 是 有 的 nbhd 系 ， 作 亚 。= (UL, WVE 
最 终 包含 于 B 的 每 个 nbhd 的 序列 ， 即 矿 ,… 信 ,… 收 敛 于 8。 因 此 存在 一 个 m 使 得 只 要 nmt 
及 ,C4,VV, 是 B 的 nbhd， 因 此 由 定理 2.1。4 是 开 的 。 

(6) 令 RR,…R,… 是 4A 的 dhbn 系 , 作 S,= N URS e SH EXPE VES LCS, 
的 序列 。 对 每 个 非 负 整数 i 取 NG) 使 得 NG)> 诅 4sdcS， 则 {4ocoi=12…} 确实 
是 序列 { 4,，n=1。.2,… } 的 子 序 列 ， 显 然 ， 这 个 子 序列 收敛 于 A。 证 完 


4.F 一 连续 函数 


在 这 一 节 ， 我 们 把 连续 性 概念 推广 到 所 谓 丰 一 连续 项 数 的 概念 上 去 。 EHTE, RNK 
建立 一 些 由 映射 所 导出 的 不 分 明 集 的 性 质 。 

定义 4.1 设 f 是 从 X 到 了 的 一 个 函数 ，B 是 了 中 具有 隶属 函数 a(y) 的 不 分 明 集 。 那 么 B 
的 逆 ， 写 作 /-*5B]， 是 中 的 一 个 不 分 明 集 , 其 隶属 函数 由 上 -1 oo (x) = pa《f(x)) 对 所 有 
的 xE€ XX 来 定义 。 反 过 来 ， 设 4 是 关中 具有 隶属 函数 p ORRIAN, WA, ANR, E 
f5A)， 是 Y 中 的 一 个 不 分 明 集 ， 其 隶属 函数 由 ”对 所 有 的 y EY 


f sup {ps2)} S6 
| z€f^cy) 


[E 


j 
i 
| 
Lo 其 他 
Hu, XH, f 0202 {xlf(x)=y)}。 
定理 4.1 设 f 是 从 X 到 了 的 函数 ， 则 
《a) 对 了 中 任何 不 分 明 集 8 有 /7CB'3- {fN 
《6) 对 久 中 任何 不 分 明 集 4 有 SAND { FAV 
《c) 有 1 有 是 了 中 二 不 分 明 集 ， 且 BiCB: 则 f^ CB 70022 
GA, AEG SRAEHRAICTA,, M fCAOCICA 
《e) 对 了 中 的 任何 不 分 明 集 8 有 Bf Cf BN 
《7) 对 针 中 的 任何 不 分 明 集 4 有 AC! OCA 
(g) 设 f 是 外 到 Y 的 函数 ，g 是 从 Y 到 Z 的 函数 ， 则 对 Z 中 任何 不 分 顺 集 C 有 (gof)-'CC) = 
£7 G7'CCD, 这 里 gof 是 g 与 1 的 合成 z 
To 


ER: (a) 对 所 有 的 xEX 

Bici o! 1G) = ge! CÉGOD 2 1- pf G02 7 17 prt GO = iat ano G2 
(6) 对 每 个 yEY, 车 f Cy09e, Yl 

Pita’ 1) = supina! (2)} 


zeiiun 


=sup{1- pa(2)} 
2617) tr) 


=1-inf {ps(2)} 
zer tx) 
而 ， Boi O)917 uiii) 217 sup { palz) ) 
z€f^Cy) 
因此 ， uico 3002ao ouo O0) 
(c) 对 XX 中 所 有 的 x 有 
Wirt aai Gn = HB CE x) 和 pe Ba (x) = PaCS (x)) 
XH —B,cBi 所 以 对 所 有 的 xEX 有 
Pario GO Pemi ay (a) 
Wit, fB) 
(d) "roy sup { Fa, (2) } 
zEf Cy) 
Br thsi (y) =sup { HA, (2) } 
z€f-'G) 
因 ACA, 所 以 对 所 有 EY 有 
Bray) Pr An (y) 
Wi, JANC A) 
(e) 若 f Cy 二 
I CY) =sup { pi- m (2) } 
zemin 
=sup {pa(f 2) } = CY) 
zer! tni 
X fO W 
Bruto) 70 
因此 ， 对 所 有 的 YEY 有 
[TT 
GO) 对 所 有 x€X 
Betre ooa 00 =e oo CF G2 
=sup { pa (2) ) Zií€GO 
Zeiten 
(g) 对 所 有 EN à 
Hiroti 3 ej (x) = uc { (gof) GO } 2 ne CgCf 622] 
TI 


Sperti (£60 ) Smilet) 证 完 

现在 定义 下 一 连续 性 

定义 4.2 从 fts(X,T) 到 fts(Y,U) 的 函数 是 下 一 连续 的 当 且 仅 当 每 一 个 U 一 并 不 分 
明 集 的 逆 是 了 一 开 的 。 

显然 ， 若 f. QC T) (YU) figi. (Y,UD)->(Z, 矿 ) 都 是 严 一 连续 函数 ， 则 合成 gofy 
(X,T)-~>(Z, 斑 ) 是 严 一 连续 函数 。 这 是 因为 ， 对 Z 中 的 每 个 不 分 明 集 太 有 (gof)-:[ 亚 ] 2 f7* 
Lg-! (VV))， 利 用 g 和 f 的 下 一 连续 性 可 得 ， 若 矿 是 开 的 ， 则 (gof)-*CV) 也 是 开 的 。 . 

定理 4.2 若 了 和 Y 是 fts,f 是 X 到 Y 的 函数 则 下 述 五 个 条 件 间 有 如 下 关系 ，(a) 9 0), 
(Gc) &» (d), (sc) (d) 5). 

Ca) i3 f 是 下 一 连续 的 ; 

(b) 每 个 闭 不 分 明 集 的 逆 是 闭 的 ? 

(c) 对 多 中 的 每 个 不 分 明 集 4，f [4] 的 每 个 abhd 的 逆 是 4 的 nbhdy 

(qd) 对 XX 中 的 每 个 不 分 明 集 4 及 f(A 的 每 个 hbhd 都 存在 A 的 一 个 hbhd W fi 
fwWICrV, 

(e) 对 于 久 中 收 全 于 不 分 明 集 4 己 XX 的 每 一 不 分 明 集 序列 { 4,，n =1.2,… } ， 序 列 
{fCA4.),n=1。.2,… ) 收敛 于 f(A)。 

证 明 ，(a) <> (b) 此 为 下 述 事实 的 直接 结果 。 这 个 事实 是 :对 了 中 的 每 个 不 分 明 集 BA, 
FCB’ = A PBW e 

(a) 9 (o) , EF EF ER, AJEXTPISATIS, V Æ fA nbhd, BI —4 
f(A) 的 开 nbhd W 由 于 f(AJCWCV, 所 以 [Uy ms Acf^ 
CAD BÍ WIERF, f CA )3E Alf nbhd, 

(G)9 (D), WW -f^'(^, WIE Afnbhd, BIOP)- fi" 0er. 

(d)9(), 4&VAfCADllnbhd, RJféfE Affnbhd Wa OV ICVA, f CW 
Cf UPS BIEW Cf WTR V k Aff] nbhd, 

(d) 9 G), RV Jf LOW FE—nbhd, WI££dk AR)—^4- nbhd W 使 得 /UV)CV, i 
{Aas n71,2,7 ) EEG ACEW, BU4EE— mtt Ain 2 mii A.CW BrVA, 对 所 有 的 
n2mti f CAJCÍOVJCV , Bit CfGt0,n2 1.2, ) KAFIA z 证 完 

一 个 不 分 明 同 胚 是 一 个 其 逆 也 是 下 一 连续 和 的 fts X SI fts Y 上 的 下 一 连续 的 一 对 一 映 
射 。 若 一 个 不 分 明 空 间 到 另 一 个 不 分 明 空间 上 存在 一 个 不 分 明 同 胚 , 则 说 这 两 个 不 分 明 空 间 是 
下 一 同 胚 的 。 并 且 每 一 个 都 是 另 一 个 的 不 分 明 同 胚 。 两 个 fts 拓扑 下 一 等 价 当 且 仅 当 它们 是 
下 一 同 胚 的 。 


5. 紧 致 不 分 明 空间 


现在 我 们 考虑 关于 不 分 明 拓扑 结构 的 不 分 明 紧 致 空间 。 

定义 5.1 不 分 明 集 族 A 是 不 分 明 集 B 的 一 个 复 盖 当 且 仅 当 BCU { 4|4E4} ， 它 是 一 
个 开 复 盖 当 且 仅 当 A 的 每 个 元 素 都 是 开 不 分 明 集 。A4 的 一 个 子 复 盖 也 是 复 盖 B 的 A 的 一 个 子 
族 。 

定义 5.2 fts(X,T) 是 紧 致 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 开 复 盖 都 有 一 个 有 限 子 复 盖 。 
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定义 5.3 REMO ARCU TEE REUS ELDUS AU Ag CRT AL R E MES 

定理 5.1 fts 是 紧 致 的 当 且 仅 当 具有 有 限 交 性 质 的 每 一 个 闭 不 分 明 集 族 都 具有 非 空 交 。 

证 明 若 A 是 fts(X,T) 中 不 分 明 集 族 ， 则 A 是 六 的 复 盖 当 且 仅 当 U { 414E A4} =X 或 
者 当 且 仅 当 CU {A1A4E AY! = X =b, 由 DeMorgan AROAN SNA AEA = 中 , 因 
此 ， 不 分 明 空间 XX 是 紧 致 的 当 且 仅 当中 每 一 个 不 具有 复 盖头 的 有 限于 族 的 开 不 分 明 集 Ib 
不 复 盖 义 ， 而 这 就 等 价 于 义 中 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 不 分 明 集 族 都 具有 非 空 交 。 ”证 完 

定理 5.2 设 f 是 映 紧 致 {ts XX 到 fts Y 上 的 下 一 连续 函数 ， 则 了 是 紧 致 的 。 

证 明 ; 令 B 是 Y 的 一 个 开 复 盖 ， 由 于 对 所 有 的 xEX。 

hor-ite(x)=sup{he-itm(x) ). 
. seB seB 


=sup {palf (x))} =| 
»eB 


所 以 对 B 中 的 B， 形 如 f-'[B] 的 所 有 不 分 明 集 族 是 X 的 具有 有 限 子 复 盖 的 开 复 益 。 然 而 
由 /是 在 上 的 ， 易 见 对 了 中 的 任何 不 分 明 集 B 有 CF-:(B)] = B。 于 是 ， 于 复 盖 的 元 素 的 像 族 
是 一 个 复 盖 了 的 有 限 子 族 ， 从 而 Y 是 紧 致 的 。 证 完 


6, 结 束 语 


水 文 虽 现 的 结果 表明 ， 一 般 拓扑 学 中 的 许多 基本 概念 可 以 容易 地 拓 广 到 不 分 明 拓扑 空间 
上 去 。 虽 然 不 分 明 集 理论 尚 在 初期 阶段 ， 但 它 却 显示 出 具有 广泛 应 用 的 希望 。 


QUE. AWEN De Morgant SNRA ARRI. 
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不 分 明 拓 扑 (的 ) 多 重 系统 


Gregory J.Nazaroíf 
ngo È 


TRAYIRRUSBITL, WRut-T Zadeh eC 1 ] 中 所 引出 的 不 分 明 集 的 概念 ， 这 一 研究 工作 也 
已 由 Zadeh 在 C 2 中 、Bellman 和 Zadeh 在 [ 3 ) 中 展开 了 ， 在 [ 3 ) 中 列 有 大 量 完整 的 有 关 文 
献 。 本 文 由 研究 不 分 明 拓扑 的 多 尝 系 统 的 概念 ， 而 完成 对 原先 在 不 分 明 系 统 方面 的 工作 的 抽 
象 化 和 形式 化 。 同 样 地 ， 于 此 报导 的 理论 ， 可 以 雇 为 是 对 于 由 Bhshaw 在 ( 4 ) 中 及 Halkin 在 
[5,6) 中 所 得 到 的 结果 的 环 分 明 化 不知 明 儿 站 多重 系 统 的 理论 结构 是 建 基 于 原来 由 776lhin 
所 给 定 的 基础 之 上 的 ， 并 要 用 到 Chang 在 (7 了 中 的 师 扑 手段 。 在 第 2.- 节 对 那些 在 后 面 的 分 析 
中 所 要 用 到 的 关于 不 分 明 集 帮 不 分 明 扫 打 空 间 的 能 怖 ， 给 出 一 简短 的 提要 。 第 8 节 包 含 了 不 
分 明 拓 扑 多 重 系统 进行 形式 化 的 内 容 。 在 第 4 节 中 表述 和 讨论 了 事件 的 不 分 明 可 达 集 的 概 
念 。 第 5 将 给 出 了 不 分 明 最 佳 控制 问题 的 定义 。 第 6 节 以 最 佳 性 的 不 分 明 化 原则 和 最 人 秒 逼 近 
的 形式 表述 了 最 使 性 的 必要 条 件 。 第 7 节 中 包括 了 关于 结论 的 注 记 。 


2. 预 ” 备 


设 六 = {x} 表 示 一 个 点 空间 。X 中 的 不 分 明 集 .4 定义 作 有 序 偶 对 的 集合 4= {(x,hkA(x)) 
x€ Xy, EII XM 的 映射 h,《x) 用 以 表示 x 在 4 中 的 录 属 度 。 本 文中 ，24 将 取 作 区 间 
C0,1)。 
现 将 那些 在 不 分 明 拓 扑 多 重 系统 形式 化 特别 有 用 的 > 有 关 不 分 明 集 和 不 分 明 是 扑 空间 的 
性 质 列举 如 下 * 
定义 2.1 设 4 和 有 是 七 中 的 不 分 明 集 ， 其 相应 的 隶属 函数 是 kbA(x) 和 hs(x)。 另 外 设 用 发 
表示 A 的 补 集 ， 用 符号 V 和 八 粮 应 地 究 示 并 ( ERF ) 和 交 CFRXXO Nr xex 
: ASB $p, (x) = uix)" y 
ATCB plx) &us (0. 
AUB parvi) = pa (x)V pala) 
ANB Spina) = MiA) ^ i 
Au 21-nG)s 
定义 2.2 若 4= {A4,， iE7} 其 中 表示 指标 集 , AURIUM, MEX 


C= UA e». G0 7 V (n 00) 
D= QA e GO mA Un P 
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IR, XUPTETRANHBÉRODUERNEDX, JCSREBRGRRÉCHIV Enx) = 0 和 hx(x) = 1 。 
XX 2.3 不 分 明 拓 扩 空间 是 偶 对 (和 XX，s)， 其 中 St 是 关中 如 下 的 不 分 明 集 族 ; 
(G)6,X€9; 

(5) 如 果 A, BE €, 则 ANBE Y, 


ORACY, Vi€I, MYLEX 


&% 的 每 一 个 元 素 称 作 拓扑 开 不 分 明 集 。 一 小 不 分 明 集 是 拓扑 闭 集 ， 当 且 仅 当 它 的 补 集 是 拓扑 
开 集 。 若 一 个 拓扑 包含 X 的 所 有 不 分 明 集 ， 则 专门 称 为 离散 拓扑 ， 而 若 一 个 拓扑 Sr 只 包含 
中 和 X 则 专门 称 作 粘 拓扑 。 

定义 2.4 OC 8f) 中 的 不 分 明 集 C 是 不 分 明 集 4 的 邻 域 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 开 不 分 明 集 
卫 使 得 4CBCC。 é 

定义 2.5 从 偶 对 (X，，2f ) 到 另 一 个 偶 对 (Xi，&s) 的 函数 了 是 不 分 明 连 续 的 ， 当 且 仅 
当中 的 每 一 个 开 不 分 明 集 的 原 象 在 中 是 开 集 。 

定义 2.6. 不 分 明 同 胚 是 从 偶 对 (X,，25:) 到 偶 对 (X:，Se:) 上 的 不 分 明 连 续 的 、 一 一 
对 应 的 映射 ， 且 其 六 映射 也 是 不 处 明 连 续 的 。 如 果 存在 由 一 个 不 分 明 空间 到 另 一 个 不 分 明 空 
闻 上 的 不 分 明 同 胚 ， 则 这 两 个 不 分 明 空间 称 作 是 不 分 明 同 胚 的 ， 且 每 一 个 是 另 一 个 的 不 分 明 
RES. 

定义 2.7 Y = {y } 中 的 不 分 明 集 有 B 称 作 被 眼 创 在 x(xE X) E OUR CO RR 数 依 A 
“于 yx 作为 一 个 参 变量 或 符号 化 地 记 为 ha(y|x)。 对 于 每 -TxEX，hs(y) 可 被 表 作 ， 


iG) 7 Vt ua GO AusCGr| x) be 
有 关 不 分 明 拓扑 空间 的 更 多 的 细节 和 一 些 有 关 的 概念 ， 读 者 可 查阅 文 [ 7 )。 


3. 不 分 明 拓扑 多 重 系统 


设 已 = {e} 称 作 事件 空间 ， 其 元 素 称 作 遍 件 。E 可 被 一 个 时 间 结 构 作用 于 其 E, REB 
设 忆 =XXx RR!， 其 中 RR' 表 示 实 线 。k(e) 表 示 一 个 标明 了 时 间 的 事件 ， 其 中 k 称 作 夺 钟 , 它 是 忆 
在 R' 上 的 射影 。 : 3 
设 r(u) 表 示 尼 上 的 一 个 二 元 关系 ，eir(a)e: 即 指 事件 e: 跟 随 于 事件 ei 之 后 。 根 据 如 上 所 
设 ,r (wu) 是 传递 的 ， 反 身 的 ( 自 反 的 )， 反 对 称 的 和 前 向 的 ( 意 即 ,eyr 《wes 和 esr(w)es》 
es7(u)es 或 esr (uez) o UEF, jeit F 是 一 个 称 作 策略 空间 的 抽象 空间 ， 它 的 元 素 称 作 策 
略 。 
设 S 是 Ex 玉 中 的 不 分 明 集 ， 而 U 是 斑 中 的 不 分 明 集 。 把 关系 eir(u)ez 和 测度 上 (el)， 
He Cos) Fn (wu) 联系 起 来 ， 则 可 以 确定 一 个 不 分 明 弹 道 为 
1Gioess) = {erei We ) fl CeserGDes) «7 
或 者 符号 化 
=S NS: RHS NSCS. 
用 隶属 函数 的 术语 来 表达 以 上 各 项 我 们 有 ， 
Hsinss(t)= Hsinss(e)= Hs, CA Psi Cus CO EAR es ICT e Ru l9 d RE o 
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如 在 第 2 节 所 定义 的 ， 有 ks(ez jeyz)。 于 是 ， 对 于 关系 e r(u)e:， 测 度 4s(e:) 被 下 式 给 定 ， 
usle) = V V AusCe) as Auser lest) REE, 


hs(e)= VVius(eDAus(a) 人 us(eleiyaD}。 将 Ke) 的 表达 式 代入 到 As(e:) 中 ， 且 注 
f 


意 到 八 和 V 的 分 配 律 ， 得 出 
usCe;) 2 VVV {usle Au GO AasC lesu AusClei u)) FARRE Et LIO RR Hi 


Pent 
可 以 被 形式 化 ， 即 用 一 个 确定 的 三 元 系 (已 ,E,r(a)) 作 为 一 个 不 分 明 拓 扑 系 统 , 其 中 偶 对 (E， 
) 表 示 一 个 不 分 明 拓扑 空间 。 为 了 简化 某 些 证 明 的 结构 ， 做 如 下 的 假设 是 必要 的 。 设 对 于 所 
有 的 e!，e: € E, A€ EffeirGDei Kei € A 存在 BE 其 使 得 e, EBT 

Bc-le' ter (u)e’ ,e € A} 2 Co psle:)Sucle:) RE X—^ RR, WR = {r(u)， 
Vu€U}， 则 三 元 系 {( 玉 ,5,rCw)),Vu EU} 可 以 用 三 元 系 (EE,R) 来 代替 ， 而 表示 不 分 明 扣 
扑 多 重 系统 。 

通过 更 多 的 一 些 直 观 的 观察 ， 可 以 作出 关于 不 分 明 拓扑 多 重 系统 如 下 s 

命题 3.1 eiseres, € S Ri rQu D, rQu) € R fife ir Ci Des, eir Quies, Wife 
r(u) € Rifle r Qe: Meir (u)eso 

证 ， 设 e:r(u)e' 。 由 r(Ga) 的 传递 性 ， 我 们 有 eir(ua)e'。 由 假设 ，ACe') 记 ACe:)， 因 而 
eir (Wi)e'。 则 直接 得 到 e1r(u)e: 和 esr(u)es。 

定义 3.1 两 个 不 分 明 拓 扑 多 重 系统 (已 , ,ER,)，i = 1。2 是 不 分 明 同 构 的 ， 如 果 存 在 不 
分 明 同 胚 a< 和 B 使 得 a: CE, EDE: :,B: R, eR MARE R'—R', jr 
是 保 序 的， 使 得 a(e1)B(R,)e =e,Ra(e;), 其 中 e1,e2€ bi e€ E& Bs CaCei 0) 9 rh Cei. 


4 .可 达 事 件 的 不 分 明 集 


设 A 是 EE 中 的 一 个 不 分 明 集 ， 且 e, € 4, 则 集 
KK(e1)= {esteir(u)e:， 对 某 4EU}， 是 由 e, 构 作 的 可 达 的 不 分 明 集 。 显然， 对 于 不 分 
明 集 4 的 可 达 的 不 分 明 集 可 以 表示 作 
K(A)= U KG) 
Srta 
其 中 


hein les)= V turten(Cez)}。 
nn 


命题 4.1 He, ERC), M 

K(e)CK(e), Hyen (e1)Syx te: (e1) 其 中 e, Ekle: )o 

iE: e, € RC —Per(u Dei, HHtu, CU, ite; Ekle, Merlu: Dei Xu EU。 
由 命题 3.1 存 在 r(u) 使 得 er(x)ei， 且 eir(u)e:。 因 为 rCu) 是 传递 的 er(u)e:， 这 意味 着 e: E 
ARCe)， 根 据 定义 即 得 px ceo Cau Cis 


在 引出 主要 的 结果 以 前 ， 将 先 讨 论 不 分 明 集 4， A 24 有 它们 分 别 表示 不 分 明 菜 4 的 
内 部 ， 外 部 ， 边 界 和 闭 包 。 
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定义 4.1 设 4C(E，8)， 则 A 的 内 部 是 所 有 包含 在 4 中 的 一 开 集 的 并 。 
Å=U 4B, :B,CA}o 
A 的 外 部 是 所 有 和 4 不 相交 的 8 一 开 集 的 并 。 á 
A- UC iC eat 
从 上 述 的 定义 显然 有 ， 
9Xu; (e)=Ytun(e)jsusCe)sD 


0€u; (e= Vna CO I 7 in COT 


于 是 集 4 和 4 是 不 分 明 可 测 的 。 联 系 ?4 中 的 事件 和 它们 在 4 和 有 4 中 的 测度 可 引出 下 述 的 
命题 。 
命题 4.2 RACE, E), Me €3.4 的 充分 必要 条 件 是 4x(e) 夺 1 或 Ai《e) 夺 1。 
证 ， 从 初等 集合 论 的 知识 ， 我 们 知道 (24)* = AU A 或 用 素 属 函数 的 术语 表述 作 
Boot(e)5 HACe)V File)o 
于 是 由 定义 2.1 立 即 得 知 &,A(e)=1-( PREV hie))。 显 然 ，eEa4 的 充分 必要 条 件 
是 hh(e) 寺 1 或 Hi(e) 二 1。 


定义 4.2 ACE, $), RA 包 4 是 所 有 包含 4 的 一 闭 集 的 交 ， 
A = (4D,AC DU, 


从 定义 4.2 很 显然 有 
0 Xu. CG)Xu,G) 7 A Cao, (O) SL. 


于 是 入 是 不 分 明 可 测 的 。 因 为 R = AUaA， 则 玉 的 隶属 函数 可 以 表示 作 


AKC(e)=A (eV C17 (pu; XC) Vu; (e)) ) 。 


命题 4.3 如 果 A 是 EE 中 的 不 分 明 集 ,e， € Aser (uer, Hex €2K CD, Wiler, es, u) 
CaK (A). 
WE. AA. Hei € AR eir(w)e: 则 t《e1s,e:,4)CK(e1)CK (A)。 证 明 中 其 余 的 部 分 用 
反 证 法 。 设 e, Et(ei，ez，z) 且 Ai tw (e) = 1 。 由 关于 e 的 假设 , 我 人 有 er(w)es。 设 BEE 
和 e € BCK (4)。 因 此 存在 CE5 和 
` EECC (e^, erano, e€ B] 3e, £CCK (D, XE—A TÉ. 
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5 ， 不 分 明 最 优 控制 问题 


定义 5.1 XTIGURCE, 6, RO 的 最 优 控 制 问题 是 五 元 系 (E,， b, R, S, 了 ) 其 
中 S 是 Ex 中 的 非 空 不 分 明 集 。 而 f，7 了 ->R!， 其 中 

T= {t(e1, 0), u); Cei, ex, 4)ESxU，eiRe: } 且 是 非 不 分 明 的 。 

CE, C, R, S, fO tS R, HIRES (ei, es, u) ET 了 使 得 f tles, es 0) 
是 极 小 化 的 而 得 到 。 最 佳 解 则 将 被 界定 作 ( e，,，e:，u”〉 ， 这 里 对 已 中 的 某 些 非 空 不 分 明 集 
A, By e,€A, e€ B, eir(u°)e:, 且 对 所 没 e€ BK CAYfE f G ler, ex, DD CIE 
Ceis 02, 0) ) 。 借 助 于 第 2 节 和 第 4 节 我 们 有 

Byax t) Ces ) 9 us Ces 2 Auxco Ces 2 AA GG Auk CO). 


CE, C, R, S, f ) 将 被 假设 为 非 退 化 的 。 


6 ， 可 佳 性 的 必要 条 件 


命题 6.1 〈 可 佳 性 的 不 分 明 原 则 ) 若 (e1, c2, uDIECE, 6, R, S, f ) 的 解 , 且 
eir (ie, KB K (e, ) SK GO, Wl Cei’, ex, u) ECE, GR, S, fO 的 解 。 

AES d Cei, er, vC 2OTRIECE, $, R, S, fO GRE, WIE E SEU Su, tei 
r (wu)es。 然 而 根据 命题 3,1 存 在 r Qu) fife ir (ue, H ei/r(uDeso X U’ Seu? 则 违反 eir 
(u*)e1 的 假设 。 因 而 U' =u*。 

命题 6.2 〈 最 佳 逼近 的 不 分 明 原 则 e ei, wu 2OXXCE, $, R, S, f), WE 
Cei, er, u°?) CIK (A), 其 中 e1 EA4， 且 A4，KK(A) 是 E 中 的 非 空 不 分 明 集 。 

证 ， 设 er (u")e，， 并 设 e: €2K CD. VIS K CA) EZR, Wako (e 1. FÆ 


不 分 明 集 太 (4) 是 es 的 邻 域 ， 因 为 根据 非 退 化 性 的 假设 ， 存 在 e€ BO) K CD ME f Coi, er 
u) <f lei, ei, u* )。 这 与 假设 矛盾 。 由 此 知 (el，eiy i ) 是 (E, C, R, S, f) 
Be Fe, CK (4)， 即 由 命题 4.3 Mt lei, ez, u')C OK CD. 


7. 结 论 


不 必 更 多 地 去 提 到 新 开始 C 研究 ) 的 关于 动态 不 分 明 多 重 系 问题 的 各 方面 。 许 多 问题 出 
自 于 由 Bushaw 在 ( 8 2 中 关于 分 明 的 《crisp ) 动态 多 重 系 中 继承 下 来 和 增加 了 不 分 明 化 的 
维 数 。 作 者 认为 特别 重要 的 那些 研究 领域 是 可 控制 的 且 可 观察 的 弹道 的 稳定 性 和 存在 性 。 

由 于 种 种 原因 ， 本 文 没有 在 更 抽象 的 模式 下 去 分 析 动态 不 分 明 多 重 系 。 更 多 的 方面 或 许 
可 以 由 Bushaw 的 双重 ( E, rn) 得 到 ， 其 中 r 是 一 个 半 序 且 定 义 E 上 的 一 个 拓扑 。 
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不 分 明 拓扑 空间 的 复 盖 性 质 


C. K. Wong 
1. 9| F 


自 Zadch 在 其 经 典 论文 [1] 中 提出 不 分 明 集 以 后 ， 不 仅 在 应 用 方面 而 且 在 一 般 理论 方 面 
进行 了 大 量 的 研究 工作 。 

本 文 继续 在 [2 中 所 提出 的 关于 不 分 明 拓扑 空间 的 理论 的 推广 ， 进 而 讨论 这 些 空间 的 各 
种 覆盖 性 质 。 即 ， 开 覆盖 的 有 限 子 覆盖 ( 紧 性 ) ， 可 列 开 楼 盖 的 有 限 子 覆盖 ( 可 列 紧 性 ) ， 
开发 盖 的 可 列子 覆盖 Clin-delof ) 。 除 了 类 似 于 那些 在 一 般 拓扑 学 中 证 明了 的 结果 ， 我 们 
还 要 通过 隶属 函数 与 其 水 平 集 (1] 来 解释 这 些 性 质 的 特点 和 意义 。 

通常 紧 性 这 一 概念 包括 下 面 四 种 类 型 ， 紧 性 、 可 列 紧 性 、 序 列 紧 性 和 半 紧 性 。 一 个 拓扑 
空间 是 序列 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 序列 有 一 个 极限 ， 一 个 拓扑 空间 是 半 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 一 
个 序列 有 一 个 聚 点 。 这 些 空间 具有 很 多 有 趣 的 性 质 ， 并 且 已 被 广泛 研究 。 可 惜 的 是 ， 在 不 分 
明 拓 扑 空间 的 理论 中 ， 与 此 类 似 的 部 分 却 很 少 是 有 用 的 ， 这 我 们 将 在 最 后 一 节 看 到 。 

本 文 的 目的 有 三 个 方面 ，(i) 促 进 (2] 中 所 提出 的 不 分 明 拓 扑 空间 的 推广 。(ii) 仅 用 不 分 
明 集 特有 的 概念 来 解释 一 些 性 质 的 特点 和 意义 。(iii) 表 明 一 般 拓扑 和 不 分 明 拓 扑 之 间 的 一 
些 偏 差 。 
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2.95. & 


设 X = (x) 是 一 个 点 空间 。X 中 的 不 分 明 集 A， 是 被 X 到 [ O, 1 ] 的 隶属 函数 h(x) 
所 界定 的 。 
定义 2,1 设 4 和 有 是 X 中 的 不 分 明 集 。 则 


A= Beu,G) =pl) 对 每 一 xEX， 

Ac Bey, G)s&ysG) 对 每 一 xEX， 
C-AUBeucGo) 7 max Lp, GO, plx) 1 对 每 一 xEX， 
D-AflBensGO 9 min Lp, GO , p(x) 1 4—x€x, 

E-A' @p:(x)= 1 7p4GO 对 每 一 xEX。 

更 一 般 地 ， 对 于 不 分 明 集 族 人 = CA, | CI) ， 其 并 C = ULAL RED 7 NA, PXE 
eG) 7 sup fpa, (2) ] x€x, 
1 hy 
ns GO inf fpa, 0} x€X, 


符号 中 用 来 表示 空 的 不 分 明 集 ( he(x) = 0 ,对 每 一 <EX ) EFX, 我 们 有 定义 hx(x) 71, 
对 每 一 x EX。 

定义 2.2， 不 分 明 拓 扑 是 大 中 满足 下 列 条 件 的 不 分 明 集 族 9 

a) o, XET, 

(b) 354, BET, WANBET. 

(ec) 车 对 每 一 个 E 7 都 有 4,E 了 ， 则 UL4E 了 。 

了 称 为 XX 的 不 分 明 拓扑 ， 偶 对 ( X, 9 ) 称 为 不 分 明 拓扑 空间 ， 简 记 为 fts。 了 的 每 一 个 
元 素 称 作 了 一 开 不 分 明 集 ( 或 简称 开 集 ) 。 

定义 2.3” 设 是 点 空间 X 到 了 的 一 个 函数 。 设 B 是 Y 中 的 不 分 明 集 , 且 其 隶属 函数 为 
ha(%)。 则 B 的 原 象 记 作 fCB]， 它 是 关中 的 不 分 明 集 ， 其 隶属 函数 定义 为 

nio, (x)= pal f(x)) 对 每 一 xE 义 。 


相反 地 ， 设 4 是 六 中 的 不 分 明 集 ， 它 的 隶属 函数 为 (x)。A 的 象 记 作 f(4)， 它 是 Y 中 的 不 
分 明 集 且 隶 属 函 数 由 下 式 给 定 ， 对 每 一 y EY: 


mn = sup.， ,hin | WRON, 
Pun 


20 其 它 情况 。 
Rhf y= {x1f(x)=y}。 

定义 2.4 从 ffs(X;7 ) 到 fts YU) 的 函数 /是 下 一 连续 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 你 一 开 
不 分 明 集 的 原 象 是 一 开 不 分 明 集 。 

不 分 明 同 胚 是 一 个 从 jts XSlfis YY 上 的 FF 一 连续 、 一 一 对 应 的 映射 ， 且 其 朔 映射 也 是 下 
一 连续 的 。 若 存在 由 一 个 不 分 明 空 间 到 另 一 个 不 分 明 空间 上 的 一 个 不 分 明 同 胚 ， 则 这 两 个 不 
分 明 空间 称 为 是 一同 胚 的 ， 且 每 一 个 是 另 一 个 的 不 分 明 同 胚 像 。 两 个 不 分 明 拓扑 空间 是 拓 
扑 下 一 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它 们 是 下 一 同 胚 的 。 


-95- 


a ae ee a e 


3. 覆盖 性 质 


定义 3.1 d CX, T ) 是 不 分 明 拓扑 空间 ，X 中 一 不 分 明 集 族 是 XX 中 不 分 明 集 B 的 覆 
盖 ， 当 且 仅 当 有 BCU { 4 LAC aC) 时 ， 当 且 仅 当中 的 每 一 个 元 素 都 是 开 不 分 明 集 时 ， 
它 是 B 的 一 个 开 ， 即 开 覆 盖 。 当 的 子 族 也 是 一 个 覆盖 时 ， 则 称 此 子 族 是 的 子 覆 盖 。 

定义 3.2 fts 叫做 紧 空间 ， 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 开 覆 盖 有 有 限 的 子 覆 盖 。 

定义 3.3 fts 叫 做 可 列 紧 空间 ， 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 可 列 开 覆 次 有 有 限 的 子 覆盖 。 

定义 3.4 fts: MEC, ,空间 ， 若 存在 9 的 一 个 可 列子 族 号 ， 而 能 使 了 的 每 一 个 元 素 可 
被 表 作家 的 一 些 元 素 的 并 。 . 

定理 3.1 fis (X T) 是 C,, 空 间 ， 则 紧 性 和 可 列 紧 性 是 等 价 的 。 

ER, 一 ) 对 任 一 fts ( X,9 ) ， 紧 性 芥 含 着 可 列 紧 性 。 

Cmm odd - {A,},(iET) ,是 X 的 任 一 开 覆 盖 。 4 CF, AES (DUI. 
(n71,2,3«- ) 中 的 元 素 的 并 ， 即 


A= UB, 


JOBGHEDEXA. Si f B, | ，iET，1<h<i。 构 成 X 的 一 个 可 列 开 覆 盖 。 由 假设 


THENRUPNGES CS. HFB ,中 的 每 一 个 元 素 被 包含 在 元 素 4, 之 中 ， 即 这 些 4, 构 成 f 
的 有 限 子 族 ， 且 是 大 的 构 盖 。 

定理 3,2 设 /是 从 紧 的 ( 可 列 紧 的 ) fts XX 到 fts Y 上 的 下 一 连续 函数 ， 则 Y 是 紧 的 ( 可 
列 紧 的 ) 。 

证 明 ， 设 多 是 Y 的 开 履 盖 ( 可 列 开 覆 盖 ) ， 则 因为 对 于 所 有 的 xEX 有 ， 

ey, ntes = gp boss co = up decre» {=1 
所 有 形 如 /~![B]，BE 多 的 不 分 明 集 的 集 族 是 X 的 一 个 开 覆 盖 。 基 有 有 限 的 于 覆 盖 。 因 为 / 
JEXSIY E KER, BALACI] = 忆 。 因 此 ， 此 子 覆盖 的 元 素 之 象 的 集 族 是 多 的 有 限 
子 族 ， 且 其 覆盖 了 Y。 因 而 Y 是 紧 的 ( 可 列 紧 的 ) 。 

其 次 ， 我 们 将 给 出 不 分 明 拓扑 空间 特有 的 关于 紧 性 和 可 列 紧 性 的 特征 。 

给 定 一 个 覆盖 4 = { 4, } ，iE7， 此 即 表示 对 于 每 一 xE 天 有 supie_{he G0) = 1。 
因此 ， 对 任 一 个 0 < e < 1 和 每 一 xEX 存 在 不 分 明 集 4,， 使 得 ha 之 1 6。 对 每 一 <2EX， 
选择 这 样 的 一 个 4,， 且 把 具有 相同 的 4, 的 点 < 的 全 体 集 拢 在 一 起 ， 并 用 矿 ,, , 表示 这 些 点 x 的 
全 体 为 元 之 集 。 对 于 固定 的 :， (Do. 构成 X 的 一 个 划分 ， 我 们 称 它 为 相关 于 4 的 一 个 
e 一 划分 ， 要 指出 的 是 ， 这 个 划分 依赖 于 初始 的 那些 各 A 的 选择 。 

若 更 进一步 ， 对 于 每 一 <EX 存 在 4, 合 得 ,= 1 ， 则 把 具有 相同 的 4, 的 点 x 的 全 体 集 


RER, HEAT o) 。 则 此 时 称 .为 X 的 一 个 0 一 划分 。 
我 们 有 下 述 的 特征 定理 。 
定理 3.3 fts (XX, ) 是 紧 的 ( 可 列 紧 的 ) 充 要 条 件 是 每 一 个 开 履 盖 ( 可 列 开 覆 盖 ) 
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有 X 的 一 个 有 限 0 一 划分 。 
证 明 ，( 一 ) 设 <L = { 4, } , i€E1， 是 X 的 一 个 开 覆 盖 ( 可 列 开 覆 盖 ), 由 假设 ， 它 有 有 


B4 = (Ar), Kamn, 因为 对 每 一 +EX 有 max( P GD, 


, 


"as C0 ) = 1 ， 故 可 以 用 .构造 一 个 0 一 划分 ， 在 此 因 -f。 是 有 限 的 集 族 ， 所 以 此 0 一 


划分 是 有 限 的 。 而 -df , 是 -的 子 族 ， 因 此 4。 的 0 一 划分 也 是 相关 于 的 0 一 划分 。 
CE ) 设 有 有 限 的 0 一 划分 { Te。} ,k=1,2，……, no。 设 Ax 是 确定 中 ,的 各 不 分 明 
Wo 显然 {Ar } ，K= 1 2 pp ya 是 -的 有 限 子 覆盖 。 ` 
作为 定理 3.。3 的 结果 ， 可 得 出 下 述 的 检定 法 则 。 
推论 3.1 如 果 存 在 义 的 一 个 开 覆 盖 和 一 点 x€E 闵 ， 使 得 对 所 有 的 4,€ A 总 有 
na GO 1, WCX, T ) 不 是 紧 的 (可 列 紧 的 ) 。 


定义 3.5 fts( X, 9 ) 是 Lindelof 空 间 ， 当 且 仅 当 X 的 每 一 个 开 要 盖 有 可 列子 履 盖 。 
定 现 3.4 Gs (X, I) 是 Cu 空间 ， 则 它 也 是 Lindelof 空 间 。 
证 明 ， 设 -= { 4, ) ，iE 7 是 的 一 个 开 玫 盖 。 每 一 个 4, 是 了 的 可 列子 族 惫 = CB.) 
a = li 2…… 的 元 素 的 并 ， 即 
to 
A= 


rži dx 


此 处 i。 可 以 是 无 穷 。 8。= | Bo. | iE1, 1« && i, IRXIUTEBGE, ABES 的 


子 族 故 它 是 可 列 的 。 根 据 上 述 构造 轧 的 方法 ， 知 允 的 每 一 个 元 素 被 包含 于 X 一 4, 之 中 。 
所 有 这 种 4, 构 成 的 可 列子 覆盖 。 

用 如 前 同样 的 论证 ， 我 们 有 下 述 结论 。 

定理 3.5 ” 设 /是 从 Lindeloj fts X 到 fts YY 上 的 一 连续 函数 ， 则 Y Æ Lindelof 空 
fi. 

定理 3.6 fts CX, 5 ) 是 Lindelof 空 间 的 充分 必要 条 件 是 对 于 所 有 的 e, 此 处 "Ce<1， 
每 一 个 开 覆 盖 及 的 一 个 可 列 e 一 划分 。 

证 明 ，( 一 > ) 往 是 一 开 覆 盖 , 则 性 有 可 列子 覆盖 A。= { Ar ) ，k= 1,2,……。 对 于 每 
一 个 0<e<1， 可 以 用 .构造 X 的 一 个 = 一 划分 。 因 为 是 可 列 的 ， 故 显然 划分 是 可 列 
的 。 因 为 ,是 的 子 族 ， 故 头 的 关于 ,的 e 一 划分 也 是 六 关于 .的 e 一 划分 。 

(< 二 ) 设 A 是 一 个 开 覆 盖 。 对 于 每 一 个 0 <e< 1， 设 {个 ,,。} ，iE1(e) 是 XX 相关 于 4 


的 可 列 。 一 划分 。 设 Pu, 是 由 以 的 元 素 A, .所 确定 的 。e= 地 ,n=2,3,……。 则 不 分 明 
集 族 {4，，,}，iE Fe)，s= 二-，n =2,3,……。 构 成 必 的 一 个 可 列子 履 盖 。 


4. ffl 


在 本 节 ， 通 过 表述 不 分 明 拓 扑 空间 的 两 个 简单 的 例子 来 说 明 其 各 个 概念 的 意义 。 
工 。 半 连续 不 分 明 拓 扑 
我 们 若 设 六 有 ( 通常 意义 下 的 ) WIS, WAO 是 大 中 的 不 分 明 SR. Pus (x) p 
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Ga, a €E0,D. BED, "就 是 X 的 〈 通常 意义 下 的 ) FR. DRX HOFI AR 4 的 
集 族 F， 于 是 对 每 一 个 a。 E[0,1)，『\, .是 在 拓扑 下 的 开 集 。 
(X,7 ) 是 fts。 因 为 的 确 有 中 ,XEF，, 及 若 4、.BEF 则 C=ANB 也 是 9 的 元 
素 ， 因 为 he(x) = min (pal), pal) ) , EPT = Pa, Do ,对 每 一 a EL0,1) 类 似 
地 ， 对 于 不 分 明 集 族 { 4, } ，iE7。 
TU As Ua 


因为 sup，( ns. CO )> ae ， 意 即 至 少 存在 一 个 4 使 得 hi GO 8 


注意 ，X 中 所 有 具有 连续 隶属 函数 的 不 分 明 集 都 是 开 集 。 
设 B, 是 一 个 具有 连续 隶属 函数 h。, 的 不 分 明 集 ，h* 确 定 如 下 : 
hasly)=1 Hy = x 时 ， 
«1 其 它 情 况 。 
因此 集 族 (B. } ，x EX， 构 成 ( X,9 ) 的 开 覆 盖 。 显 然 ， 若 六 不 是 有 限 集 ， 则 其 无 有 
限 子 覆盖 。 因 而 ( X, 9 ) 不 是 紧 空间 。 
设 {了 .} ，n= 1 2,……。 是 X 中 不 相交 的 子 集 的 可 列 集 族 ， 且 它们 的 并 是 X。 考 察 具 
有 如 下 连续 隶属 函数 的 不 分 明 集 族 CB.) ，n= 1,2,……。 
poly)=1 当 y EV ,时 ， 
«1 其 它 情况 。 
显然 (B. ) n= 12,……。 是 (X,9 ) 的 可 列 开 覆 盖 ， 如 果 所 有 这 些 , 是 非 空 的 ， 则 
(B. ) 没有 有 限 子 覆盖 ， 因 此 X, 9 ) 不 是 可 列 紧 空间 。 
工 。 半 离散 不 分 明 拓扑 
dRX- { x } 是 一 个 点 空间 。 设 < 1 是 给 定 的。 在 所 有 确定 于 XX 上 的 不 分 明 集 的 集 族 
中 ,考察 下 列 的 子 族 9。= { 4s} ,其 中 BE L0, x ] 或 B= 1 。 而 4, 是 具有 隶属 函数 


Ba, Cx) =B, 3Hg—x€ X, BIAIS, EAS CX 7.0 Edits WEE, X, T.) 
是 平凡 紧 空 间 、 平 凡 列 紧 空 间 和 平凡 Lindelof 空间 ， 因 为 X 的 仅 有 的 开 覆 盖 是 X 本 身 。 

设 R 是 区 间 [ 0,a ] 上 的 有 理 数 集 。 考 察 了 .的 子 族 惫 = {4}, BEREB- 1。 则 了 。 
的 每 一 个 元 素 ， 可 以 被 表示 作 族 钨 中 的 元 素 的 并 。 因 而 (X, 了 。) 是 Cu 空间。 

最 后 我 们 指出 ， 两 个 半 离 散 不 分 明 拓扑 空间 ( X, 9 。) ，( XX， 了。') RF- ENN, R 
充分 必要 条 件 是 a =a’ 。 

ER, (<= ) 显 然 。 

《=>) 设 /是 从 (X, 了 .。) 到 (X, 7.7) 上 的 函数 ， 且 a < a 7/ 则 不 分 明 开 集 4,' 的 原 像 
将 是 ( XX, 9。) 中 的 不 分 明 集 ， 且 其 具有 如 下 的 隶属 函数 。 


nitas GO = Fur foo J- a^. 


它 不 是 ( X, 了 。) 中 的 开 集 。 因 为 a' >>a 。 故 知 从 ( X, T. DFX, 了。 ) 上 的 函数 都 不 
是 连续 的 。 特 别 ， 不 能 是 下 一 等 价 的 。 

dE NODUM. 
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5. 紧 性 的 其 它 类 型 


我 们 将 继续 沿用 在 [2 中 所 引出 的 关于 收敛 性 和 聚 类 的 定义 ,并 将 相应 地 推广 序列 紧 性 和 
半 紧 性 的 概念 。 遗 钴 的 是 ， 当 指出 一 般 拓扑 和 分 不 明 拓扑 的 一 些 差别 时 ， 可 以 得 知 这 样 的 扒 
广 不 是 很 有 用 的 。 

定义 5.1 不 分 明 集 序列 { 4, } ，n = 1, 2，……。 称 作 收 敛 到 不 分 明 集 4， 当 且 仅 当 对 每 
一 个 包含 4 的 开 不 分 明 集 O， 存 在 一 个 正 英 数 m， 使 得 当 n 宇 m 时 ，A. 被 包含 在 O 之 中 。 

定义 5.2 不 分 明 集 4 称 作 是 不 分 明 集 序列 { 4. } n = 1,2,…… 的 京 不 分 明 集 ， 当 且 仅 当 
对 每 一 个 包含 4 的 开 不 分 明 集 O， 和 每 一 个 正 整 数 m， 存 在 n 之 m 使 得 4. 包 含 于 O 中 。 

定义 5.3 fts CX, 7 ) 是 序列 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 不 分 明 集 序列 有 收敛 的 子 序列 。 

定义 5.4 fts (X, 7 ) 是 半 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 不 分 明 集 序列 有 一 豪 不 分 明 集 。 

定理 5.1 每 一 个 不 分 明 集 序列 CAL) ，n =1,2， 有 极限 ， 此 极限 可 以 不 是 唯一 
的 。 因 而 每 一 个 fts 都 是 序列 紧 的 和 半 紧 的 。 

证 明 ， 设 不 分 明 集 4 定义 作 4=-U .4A,， 则 4. 收敛 到 4， 因 为 任 一 个 包含 4 的 开 集 也 必 包 
含 所 有 的 4,，n = 1 2,……。 而 且 任何 一 个 包含 4 的 不 分 明 集 也 是 《{ 4. } 的 极限 。 

从 这 个 定理 可 以 看 出 ， 为 了 在 这 方面 进一步 发 展 这 一 理论 ， 收 敛 和 豪 类 的 新 的 概念 是 必 
要 的 。 一 旦 这 一 点 成 功 地 做 到 ， 可 以 预示 关于 不 分 明 拓扑 的 更 完满 的 理论 ， 而 它 将 是 同一 般 
拓扑 有 重大 的 差别 的 。 
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不 分 明 拓扑: 积 和 商定 理 


C.K. Wong 


1. 9 $* 


本 文 是 在 文 [ 1 一 3 ] 中 所 引出 的 不 分 明 拓 扑 空间 的 性 质 的 研究 的 继续 。 Zadeh 的 经 
典 性 文章 [1] 中 引出 了 不 分 明 集 的 基本 概念 ， 由 此 商定 了 不 分 明 数 学 的 基础 。 不 分 明 拓 扑 空 
闻 、 理 论 是 不 分 明 数学 的 一 个 分 支 。 

在 所 研究 的 问题 中 ， 当 所 有 的 隶属 函数 仅 取 值 0 和 1 的 场合 下 ， 一 般 拓扑 可 以 被 看 作 是 
不 分 明 拓扑 的 特殊 情况 。 因 而 我 们 可 以 想见 在 不 分 明 拓扑 的 情况 下 有 较 弱 的 结果 。 本 文 论证 
了 其 中 的 一 些 。 与 此 同时 ， 指 出 了 这 些 结果 是 在 目前 范围 内 所 能 获得 的 最 好 的 结果 。 

在 [ 2,3 ] 中 ， 讨 论 了 不 分 明 拓扑 的 一 些 基 本 性 质 。 在 此 ， 我 们 感 兴趣 的 是 由 给 定 的 
不 分 明 拓扑 生成 新 的 不 分 明 拓扑 及 研究 某 些 性 质 传递 的 条 件 。 以 下 ， 在 这 种 想法 下 ， 引 出 和 
研究 了 积 不 分 明 拓扑 和 商 不 分 明 拓扑 。 


2. 预 & 


设 X= (x) 是 一 个 点 空间 。 久 中 的 不 分 明 集 4， ica cca [50,1] 的 隶属 函数 
hA(x) 所 界定 的 。 
定义 2.1 设 4 和 有 是 X 中 的 不 分 明 集 。 则 


Az Bep, G) =HaCx) 对 每 一 xEX， 
ACBey,GOsysCx) x4—xex, 
C-AUBeycG) 7 max Ei, GO, pal) 1 对 每 一 xEX， 
D=ANBeun(x)= min [ pa lx), pax) ] 对 每 一 xEX， 
E=A’ ey G)7 1 -p (x) 对 每 一 xEX。 
更 一 般 地 ， 对 于 不 分 明 集 族 x = CA, LET) 其 并 C= U14, 和 交 D= NA, 定义 作 
Belo) =sup { pa, (x) Fs xEX, 
TOL inf { [TORT x€Xx, 


符号 中 用 来 表示 空 的 不 分 明 集 ( hs(x) = 0, 3H x EX ) ,至 于 XX 我 们 有 定义 hx GO 71, 
对 每 一 x EX。 

定义 2.2 不 分 明 拓扑 是 X 中 满足 下 列 条 件 的 不 分 明 集 族 9 : 

aD, XET, 

(0354, BET, WANBET. 


*100* 


(<) 关 对 每 一 个 1E1 都 有 4, EF9， 则 U 14, EF。 

了 称 为 X 的 不 分 明 拓扑 ， 偶 对 OX T ) 称 为 不 分 明 拓扑 空间 ， 简 记 为 fts。F 的 每 一 个 元 E 
称 作 了 六 开 不 分 明 集 ( 或 简称 开 集 ) 。 一 个 不 分 明 集 是 了 一 闭 的 ( 或 简称 闭 集 ) ， 当 且 仅 当 
它 的 补 集 是 了 一 开 的 。 

如 同 在 一 般 拓 扑 中 一 样 ， 粘 不 分 明 拓扑 仅 包含 中 和 头 ， 可 是 离散 不 分 明 拓扑 包含 所 有 的 
不 分 明 集 。 

定义 2,3 ” 设 / 是 点 空间 X 到 了 的 一 个 函数 。 设 B 是 了 中 的 不 分 明 集 ， 旦 其 隶属 函数 为 
kn《x)。 则 B 的 原 象 记 作 /-'5[B]， 它 是 X 中 的 不 分 明 集 ， 其 隶属 函数 定义 为 : 

urin Cou £60 ) 对 每 一 xEX。 
相反 地 ， 设 A 是 XX 中 的 不 分 明 集 ， 它 的 隶属 函数 为 k(x)，A 的 象 记 作 f[41， 它 是 Y 中 的 不 
分 明 集 且 隶 属 函 数 由 下 式 给 定 ， 对 每 一 y EY: 
Me 05 mpi [iC |, RC dies 
20 其 它 情况 。 

Fh, fO) = {xl f) = » 

定义 2.4 从 fts(X,9 ) 到 fts CV, 9L) 的 函数 了 是 下 一 连续 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 
人 一 开 不 分 明 集 的 原 象 是 了 一 开 不 分 明 集 。 

定理 2.1 从 fts(X,9 0 到 fts CY, U) 的 函数 是 FF 一 连续 的 充分 必要 条 件 是 每 一 个 
4& 一 闭 不 分 明 集 的 原 象 是 了 一 闭 的 。 

证 ， 见 [2]。 

不 分 明 同 胚 是 一 个 从 fts X 到 fts 了 上 的 下 一 连续 、 一 一 对 应 的 映射 ， 且 其 逆 映 射 也 是 
下 一 连续 的 。 若 存在 由 一 个 不 分 明 空间 型 另 一 个 不 分 明 空间 上 的 一 个 不 分 明 同 胚 ， 则 这 两 个 
不 分 明 空 间 称 为 是 严 一 同 踪 的 ， 且 每 一 个 是 另 一 个 的 不 分 明 同 胚 像 。 两 个 不 分 明 拓扑 空间 是 
拓扑 严 一 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它们 是 严 一 同 胚 的 。 


3. 积 不 分 明 拓扑 


定义 3.1 设 了 是 一 不 分 明 拓扑 ， 隐 的 子 族 轨 是 相应 于 9 的 一 个 基 ， 当 且 仅 当 了 的 每 一 个 
元 素 可 以 被 表 作 匈 中 的 某 些 元 素 的 并 。 

定义 3.2 ” 设 光 是 一 不 明 拓扑 ，9 的 子 族 四 是 相应 于 了 的 一 个 次 基 ， 当 且 仅 当 9。 的 元 素 
的 有 限 交 组 成 的 集 族 构成 了 的 一 个 基 。 

设 {XX, } ，aE7 是 空间 的 一 集 族 。 没 X = Je'X.。 是 通常 意义 下 的 积 空间 ， 且 P. 是 
从 空间 XX 到 空间 X, 的 射影 。 

更 进一步 假设 每 一 六 ,是 不 分 明 拓扑 空间 ， 与 之 相应 的 不 分 明 拓扑 为 了 。。 设 BEF。 WI 
根据 定义 2.3，P [BJ 是 六 中 的 不 分 明 集 。 不 分 明 集 族 5= {Pw[B]| BET. aEI}, 
现在 下 述 意 义 下 被 用 来 生成 相应 于 的 不 分 明 拓扑 线 ， 令 蜀 是 所 有 的 由 q 的 元 素 的 有 限 交 组 
成 的 集 族 。 令 了 是 B 的 元 素 的 任意 并 组 成 的 集 族 。 显 然 ，9 确实 是 相应 于 XX 的 一 个 不 分 明 拓 
db H'EUIS TENE, VI 中 作为 次 基 。 

定义 3.3 ”给 定 一 不 分 明 拓扑 空间 集 族 { (X., 了 。) } ，cE7T。 如 上 述 所 确定 的 不 分 明 拓 

所 原文 将 中 误 印 为 S 一 译 者 注 
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3H REX = TIL eX HARARE d CX. ) 称 作 积 不 分 明 拓扑 空间 。 
” .从 这 一 定义 可 立即 得 到 一 些 结果 ， 北 列举 如 下 。 

-定理 3.1 设 (X,9 ) 是 不 分 明 拓扑 空间 集 族 { (XX,,。) } ,cE7 的 积 不 分 明 拓扑 空间 。 

(iD 对 于 每 一 个 ET， 射 影 P。 是 下 一 连续 的 。 

《ii 积 不 分 明 拓 扑 是 相应 于 无 而 使 (i) 为 真 的 最 小 的 不 分 明 拓 扑 。 

《iii 设 (了 , U) 是 不 分 明 拓扑 空间 ， 设 是 从 Y 到 XX 的 一 个 函数 ， 则 f 是 下 一 连续 的 充 
要 条 件 是 对 于 每 一 个 a EJ，P。of 是 F 一 连续 的 。 

证 :i) 和 (ii) 由 积 不 分 明 拓 扑 的 定义 即 可 得 。 

Gi 一 ) 显 然 。 

(E RBET., BP. f) BIE (f7 eP ) EBHESL—JERS. Ait | FELPS 


[B11 | BET. a C HY al HS RIO, EET 49 — ERREUR PABI], 
BE 。，c 6E7 的 元 素 有 限 交 的 并 ， 且 广 :保持 并 和 交 。 即 可 得 知 广 :把 9 一 开 不 分 明 RER 
射 到 & 一 开 不 分 明 集 ， 因 此 /是 严 一 连续 的 。 

定义 3.4 fts(X,9 ) 称 作 Cu 空 间 ， 如 果 存 在 相应 于 了 的 可 数 基 急 。 

以 下 ， 我 们 将 得 到 关于 Cu 空间 的 积 定理 。 请 注意 不 分 明 拓扑 和 一 般 拓 扑 之 间 的 差别 。 


定理 3.2 设 {(X。,F。)}，a=1,2,……。 是 一 串 Cu 型 fts 的 可 列 族 , 则 积 fts CX, 
5S ) 仍 是 Cu 空间 。 


E. US GHETTO EOS, ku | PBI Bes. | annes 
BU Je RH AL IX E RR 2e EU AIR UJ BIST, PUDE D REST H 
di. RFCT. BUBRURAVAIMSE, FEHN tPA IFEA AR, Ih 
AET: o Witg. X7. WE, 

A* U B, B, EB.» 
|J, P. 
因而 
Pir4d=Pi[ y B Je,U uA). 
注意 ， 一 般 地 
GE ; 1 5 
( y, c)n Dp)= tl, Pe oni) 


(nei, 
RMC, DJERAHBHR, ZIURRE EGET SARDOR. A, 
Ô pst A U, C8) 
(o8 vue a 


是 于 的 元 素 的 有 限 交 的 并 ， 于 是 即 得 知 肋 是 了 的 基 。 
以 下 我 们 将 指出 ，Cu 空 间 的 不 可 数 积 可 能 不 再 是 Cu 空间 ， 因 此 在 某 种 意义 上 说 ， 上 述 
的 结果 是 可 以 达到 的 最 好 的 结果 。 
定理 3.3 dE(CX.,7.0 }，cE7T， 是 不 可 数 个 Cu 空间 的 集 族 ， 并 使 得 
《iD 没有 任何 一 个 是 粘 的 
GidEtg— fts (X. 7.) 中 ， 对 于 每 一 个 EF。 而 车 四， 存在 一 点 xEX。 使 得 
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hr(x) = 1, pu E FAUX 
则 积 不 分 明 拓 扑 空 间 CX , 5) 不 是 Cu 空间 。 
证 ， 根 据 积 不 分 明 拓 扑 的 定义 ，F 有 一 个 基 盟 。， 它 具有 如 下 形式 的 元 素 : 


By fi Pst (A Jo A ETa 
WREG), P.LB,]7 X., Maža, 171,2," nH Bo, ME, Bx EX. ,使 得 
Ba (09 1, io 25a. Ws CXe RXTE 


S= {xi} ene {x dix )* H X, 


Ba, 
i=l,2ryn, 
aß; 


则 对 于 所 有 的 sE Sheo(s) = 1 。 因 此 hy。 o GO = 1 。 因 为 x。 是 任意 地 选 定 的 ， 于 是 得 知 


P.B. ]= X.. 
RË CXT ) 是 Cu 空间 ， 则 9 有 一 个 可 数 的 基 钨 = {B}, 51,2 FD p 
每 一 个 旭 , 近 中 ， 存 在 多。 的 元 素 有 es 中 使 得 妃 , 二 Bu， 也 就 是 说 


B= À PA (An J eene 
WIP.CB.3 2 PG X. , asas, im 1,2) n, AT P.B, J=X., asas, 
il,2,n, 对 男 的 所 有 元 素 依 此 类 推 。 即 得 知 存在 指标 集 7 的 可 数 子 集 K 使 得 对 于 任 
一 个 cET- 扩 ，P,[B.]=X 对 所 有 的 了 ,四 成 立 因 为 7 是 不 可 数 的 ， 故 可 存在 a € T- Ke 
因此 对 所 有 的 B, 守 中 ，P。,[B1= 义 .。。 根 据 假设 XX ,不 是 粘 的 因而 存在 一 个 开 不 分明 


RA, ALED, Xa PiC4o) 是 8 中 的 开 不 分 明 集 。 根 据 基 的 定义 ， 存 在 罗 的 一 个 元 素 
B. PI CA.J2B,, Bl 


P. Pi CA) JP. B3 2 X., 


B-D Pe C Pica) o TAURI 


在 可 数 性 之 后 ， 我 们 将 提出 一 个 关于 紧 空间 的 积 定理 。 也 将 再 次 看 到 与 一 般 拓 扑 的 偏差 
是 明显 的 。 首 先 让 我 们 来 复述 一 些 定义 。 

定义 3.5 设 (X,I ) 是 fts。 不 分 明 集 族 xt 是 不 分 明 集 B 的 覆盖 ， 当 且 仅 当 BCU CA 
1 4€. ) 。 其 是 一 个 开 覆 盖 ， 当 和 且 仅 当 .4 中 的 每 一 个 元 素 都 是 开 不 分 明 集 。4 的 子 覆盖 是 
-的 一 个 子 族 ， 它 仍 还 是 一 个 覆盖 。 

定义 3.6 一 个 fts 是 紧 空 间 ， 当 且 仅 当 此 空间 的 每 一 个 开 覆盖 有 有 限 子 机 盖 。 

定义 3.7 一 个 fts 是 可 列 紧 空 间 ， 当 且 仅 当 此 空间 的 每 一 个 可 列 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 。 

我 们 还 需要 下 述 的 定义 。 

定义 3,8” 设 是 一 个 点 空间 。 设 Q 是 六 的 一 个 子 集 。 不 分 明 集 族 .4 是 Q 的 一 个 履 盖 ， 当 
BRA (supseau GO) = 1 ， 对 每 一 x EQ。 

定理 3.4 HAX., T.) }，a= 1,2,，……n。 是 紧 的 (可 列 紧 的 ) fts 的 有 限 集 族 。 则 
积 不 分 明 拓扑 空间 X, T ) 也 是 紧 空 间 ( 可 列 紧 空间 D 。 
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证 ， 若 能 指出 当 n= 2 时 定理 为 克 就 足够 了 。 在 此 情况 下 ， 积 不 分 明 拓扑 可 以 被 界定 如 


F: 
了 = {AA | 4. €7., a=1,2} 


RPA 4 是 六 中 的 不 分 明 集 ， 其 来 属 函数 为 
iaa, Com) niani GO sn Go). 


我 们 将 仅 对 紧 性 的 情形 证 明 此 定理 。 医 为 可 列 紧 性 的 情况 与 此 相似 。 
B= { B, } ，iE7 是 积 fts(X,9 ) 的 一 个 开 覆盖 。 设 


B,2AVUXxAV, APET, AV E7:，， 对 每 一 iE7 

设 y 是 X: 中 的 任 一 点 ， 考 察 X 的 子 集 S,= Xi*{y}。 对 任意 的 P 0 ， 设 广 , ,是 x 的 如 
此 的 子 族 ， 以 致 4 和 X AV! EWV,, ，， 当 上 且 仅 当 对 至 少 一 点 x1 EXA to Gum 1-0m 
ha Q1 O2 1 70, ATV, ,构成 子 集 S, 的 一 个 开 要 盖 。 至 此 , 只 要 注意 到 若 (x,?)ES，， 


根据 -的 定义 ， 则 存在 .的 可 数 子 族 | AVI AT | ，h=1,2,……。 使 得 


lim p, fuam On»? 71 


因此 对 充分 大 的 有 A x AU! EP es。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 | AT x4 |, 
em, 是 人 ,一 个 子 族 。 对 所 有 的 《 x,y ) ES， 依 此 类 推 则 可 断定 六 ,包含 S, 的 


uw. av | APAP EY, | a MW, E COXL S FO 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 
为 对 任意 的 xEX, 存 在 太 ,, ,的 可 数 子 族 | AQ ADT (hm 1,2，…。 使 得 
lim n, tog (Gy 27 D 因而 lim hey G0 71. HX, Fi) WEHE, 
BEW, WARTH, i879 Zn se 9S FAT! CZ, ,选择 一 个 4 EHA x 


A ÈV noo 这 样 构成 的 有 限 族 | AUT xA | RREH, o> BARERA 7 的 有 限 族 将 称 


EG, so Gn ,中 的 元 素 是 了 一 开 不 分 明 集 。 设 它们 的 交 是 D, 1 WD, ECX) h 
是 开 集 。 对 所 有 的 yEX。 和 所 有 的 6> 0 依 此 类 推 。 很 明显 , 集 族 (D, } ,y EX,,6>0， 


BRA ,9 ,) 的 一 个 开 现 盖 。 由 (X:，9 ，) 的 紧 性 , 知 存在 有 限 子 覆盖 , 比如 说 {DD,,,，，}， 
itiiseem, 最 终 | H, s, lo inire om。 构成 的 有 限 子 覆盖 , 它 是 有 限 的 ， 因 
为 它 是 有 限 集 族 的 有 限 类 。 注 意 到 对 任意 的 ( x,y ) EX, HED, s, 使 得 I, 8 C) 
= 1, 则 即 看 出 它 是 一 个 覆盖 。 因 此 对 所 有 的 4EG,,,,,，h,(y) = 1 , 另 一 方面 ,存在 
BEZ, s ,使得 h(x) = 1, ERES, ,的 元 素 且 使 8 作为 第 一 个 坐标 ,， 即 Bx Bu, W 
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ens G3) = 1,8392 EG, i. 


下 面 的 反例 将 表明 在 某 种 意义 上 定理 3.4 是 能 够 期 望 的 结果 中 最 好 的 一 个 。 

定理 3.5 存在 紧 的 ( 可 列 紧 的 ) fts 的 可 列 集 族 ， 使 得 积 不 分 明 拓扑 空间 不 是 紧 空间 
(可 列 紧 空 间 》 

证 ， 设 Y 是 任意 的 一 个 点 空间 。 设 "是 任意 的 正 整数 。 设 4. 是 了 中 的 不 分 明 集 ， 其 隶 属 
函数 为 hs = 1 — 〈1/m )， 对 每 一 yEY。 设 .= 了 了 ， 并 设 了 .= { 中,4.,Y ) 。 则 (X.,9.) 
是 紧 的 (可 列 紧 的 )fts, 因 为 X。 是 盛 仅 有 的 开 履 盖 。 因 而 ， 可 数 族 (X.T. } ，n= 52, 
的 积 fts 不 是 紧 空间 ( 可 列 紧 空间 ) 。 

关于 这 一 点 ， 可 注意 不 分 明 集 P-*[A.] 有 隶属 函数 


hp- canl in 对 所 有 的 xEX= 站 XX。 


根据 积 fts 的 定义 ， 族 

p= f ,X,P7CAJ, n2, ] 
借助 先 取 有 限 个 的 交 ， 然 后 取 这 些 交 的 并 ， 可 用 来 生成 积 不 分 明 拓扑 。 很 显然 ， 积 不 分 明 
拓扑 所 生成 的 正 是 9 本 身 。 族 | PHAN nns OG FO) 的 一 个 开 覆 盖 ( 可 列 开 
覆盖 ) ， 而 它 没有 有 限 子 覆盖 。 


4 。 商 不 分 明 拓扑 


在 本 节 ， 我 们 讨论 构造 新 的 不 分 明 拓 扑 的 另 一 方法 , 它 可 以 当 作 是 积 不 分 明 拓扑 的 对 偶 。 

设 允 是 一 个 点 空间 。 设 R 是 定义 于 太 上 的 一 个 等 价 关 系 。 设 X/ 有 是 通常 意义 下 的 商 集 ， 
且 设 P 是 从 XX 到 X/R 上 的 通常 意义 下 的 射影 。 

2 OX,g ) 是 fts， 在 XX/R 上 可 以 定义 不 分 明 拓扑 使 得 P 是 下 一 连续 的 ， 定 义 如 下 。 设 
多 是 在 XX/R 中 ， 由 式 勾 = {B| P'LB1€ 7 ) 所 定义 的 不 分 明 集 族 。 则 到 是 一 不 分 明 拓扑 ， 
称 为 相应 于 X/ 有 R 的 商 拓扑 ， 而 〈( 居 /及 ,人 ) 称 为 商 不 分 明 拓扑 空间 ( 商 fts ) 。 

我 们 有 相似 于 定理 3。1 的 结果 。 

定理 4,1 〈i) 商 不 分 明 拓 扑 是 使 为 下 一 连续 的 最 大 的 不 分 明 拓扑 。 

(ii) 设 (了 Y,q ) 是 fts。 设 g 是 从 商 fts CX/R 9L) 到 (了 sr) 的 函数 。 则 g 是 严 一 连 
续 的 充分 必要 条 件 是 go 已 是 严 一 连续 的 。 

证 ，(〈i) 不 足 闭 述 。 

Gi) > ) 由 一 连续 函数 的 复合 是 一 连续 的 事实 即 得 。 

(E) € y WARE, P)! G^) P^'Eg ^! C'OMEQXG, D HER. Bid E 
分 明 拓扑 的 定义 ，g- 苞 斑 ] 在 (X/R,& ) 是 开 的 。 由 是 g 是 下 一 连续 的 。 

定义 4.1 从 fts (X, ) 到 fts CY y ) 的 函数 被 称 为 是 F 一 开 的 (下 一 闭 的 ) ， 当 且 
仅 当 它 将 CX, 8 ) 中 的 不 分 明 开 ( 闭 ) 集 上 映射 到 (了 ,y ) 中 的 不 分 明 开 ( 闭 ) 集 。 

定理 4.2 设 /是 从 fts(X,9 ) 到 fts( 了 ,dy ) 上 的 F 一 连续 函数 且 f 是 下 一 开 的 或 -- 
闭 的 两 者 之 一 ， 则 存在 六 上 的 等 价 关系 R 使 得 (了 ,yy ) 下 一 同 胚 到 商 fts(X/R, 2 ) 。 


»105* 


ME. 4X EXEX—AURR,. RSAEGCTS BUS /G0 = j(y) 时 x 对 ?有 及 关系 。 则 尺 是 一 
等 价 关系 。 如 通常 一 样 x 的 等 价 类 将 表 为 [x]。 从 (了 ,yq ) F CX/R, 91) 定义 一 函数 h 如 下 。 
设 yEY， 则 存在 一 zxEX， 使 得 f(x) = y。 定 义 h(y) = [x]， 则 /是 一 一 对 应 上 映射。 依 定 
理 4.1 Gi), h”!' 是 下 一 连续 的 ， 因 为 f =h”'。P 是 下 一 连续 的 。 如 果 f 是 FF 一 开 的 , 设 Q 是 
头 /R 中 一 开 不 分 明 集 ， 则 P-*[QJ 在 ( 羡 ,F ) 中 是 开 的 ， 且 


f( ec)» & (| ceto» ] = ata 


在 (Y 91) PERF. Ait, hXEF—iE08. WURfJEF— Bio, MRE X/R 中 一 闭 不 
分 明 集 。 用 同样 的 方法 论证 ， 则 可 断定 /是 下 一 连续 的 。 

定义 4.2 设 4 是 fts(X,9 ) 中 的 不 分 明 集 。 设 R 是 关上 的 一 个 等 价 关系 。 因 此 XX 被 分 
解 成 互 不 相交 的 子 集 络 = {X}, ICI (xyEX 当 且 仅 当 它们 有 及 关系 ) o EXPE X 
两 个 新 的 不 分 明 集 4, ,4 ,与 之 相应 的 隶属 函数 如 下 ， 


pa (x)= sup p(y) 当 xEX， 
1 LLLA 


而 
BaGO inf gu x€X, 
i 


它们 将 相应 地 称 为 4 的 上 不 分 明 集 和 下 不 分 明 集 。 
定理 4.3 设 P 是 从 fts (六 ,多 ) 到 它 的 商 fts CX/R,9/) 上 的 射影 。 则 下 面 的 说 法 是 
等 价 的 。 
(i)P 是 下 一 开 的 。 
(ii) 着 4 是 CX,9 ) 中 一 开 不 分 明 集 ， 则 它 的 上 不 分 明 集 4, 是 开 的 。 
(iii) 若 4 是 (X,9 ) 中 一 闭 不 分 明 集 ， 则 它 的 下 不 分 明 集 4: 是 闭 的 。 
如 果 “ 开 ”和 “ 闭 ” 在 (D (ii 和 (iii) 中 交换 ， 则 所 具 之 说 法 是 等 价 的 。 


证 , RA P'(PCO) mas aean], 


结果 即 得 。 

定理 4.4 CX, 9 ) 是 Cu 空间 且 已 是 已 一 开 的 ， 则 商 fts〈 居 /Ra ) 是 Cu 空间 。 

证 ， 设 男 是 9 的 一 可 数 基 。 当 BE 号 ，P(B]E&%， 因 为 P 是 一 开 的 , IK {PO}, 
Begin ud. it, aV EUMP IET, JEBIJCE S ITOK H H, dio 
P'U iei Bo, WA 


y -r(Pon J= P] Y B} = y, Pao. 


定理 4.5 UR CX, TO 是 紧 空间 ( 可 列 紧 空 间 ) 则 商 tts(X/R,& ) 是 紧 空 间 ( 可 


列 紧 空间 ) o 
证 ， 只 要 指出 忆 是 严 一 连续 的 上 映射 ， 且 一 个 紧 的 〈 可 列 紧 的 ) fts 的 一 连续 的 象 是 紧 


《可 列 紧 ) 空间 。( 见 (3) ) 。 
《下 接 99 页 ) 
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不 分 明 点 和 不 分 明 拓扑 的 局 部 性 质 
C, K, Wong? 


1. 引言 

人 adeh 在 文 [1) 中 引入 了 不 分 明 集 的 基本 概念 ， 它 构成 了 不 分 明 数学 的 支柱 。 他 在 CD 
中 还 引入 了 另外 的 非常 有 用 的 概念 ， 即 不 分 明 单 子 。 

不 分 明 拓 扑 的 基本 概念 和 一 般 性 质 在 以 前 的 论文 [3 一 5] 中 ,已 做 过 系统 的 阐述 和 研究 。 然 
而 由 于 缺乏 点 的 正规 的 不 分 明 化 ， 于 是 不 能 在 不 分 明 拓扑 中 去 研究 收敛 性 或 局 部 性 质 。 幸 而 
adeh 引 入 的 不 分 明 单 子 将 成 为 解决 这 一 问题 的 关键 。 基 于 这 一 概念 ， 本 文 引入 了 不 分 明 点 
的 概念 ， 并 得 到 了 与 局 部 可 列 性 ， 分 离 性 和 局 部 紧 性 有 关 的 结果 。 可 以 观察 到 与 一 般 拓扑 理 
论 有 许多 细微 的 ， 有 时 是 惊人 的 脱离 。 因 而 ， 许 多 表面 上 简单 的 结果 需要 更 详尽 地 证 明 。 

不 分 明 点 的 引入 还 导出 极 有 意义 的 关于 收敛 性 的 研究 ,因而 ,在 本 文中 我 们 将 仅 限 制 于 去 
得 到 有 关于 C, 和 离散 空间 的 结果 。 而 不 把 有 关 M oore 一 Smi th KIEL EL E. 

为 了 保持 完整 性 ， 预 备 知识 一 节 仍 被 保留 。 


2. 预备 
设 六 ={x} 是 一 个 点 空间 。 义 中 的 不 分 明 集 4， 是 被 六 到 单位 区 间 ( 0,1 ) 的 隶属 函数 
Bla) 所 界定 的 。 
定义 2.1 设 4 和 B 是 多 中 的 不 分 明 集 。 则 
A= BC&»u.GO = p(x) 对 每 -xEX 
ACBE>p, (ux) 对 每 -xEX 
C = AU Bé ucl x) = max l p, (x) plx) ) 38 -x€x 
D-A(1B&usGO 7 min Cu, GO sus J 对 每 ~xEX 
E-A'&uiG0 71- h(x) 3$ -x€X. 
更 一 般 地 ， 对 于 不 分 明 集 族 .4 (4€ T), X3EC = UL AED = 由 ,4,， 定 义 作 
s) =Sup |ua |, x€X, 
bola) = inf fao | i x€Xx, 
符号 史 用 来 表示 空 的 不 分 明 集 (p,(x) = 0， 对 每 一 x* EX) EFX, 我 们 有 定义 hx(xz) 71, 
对 每 一 xEX。 
定义 2.2 不 分 明 拓 扑 是 区 中 满足 下 列 条 件 的 不 分 明 集 族 了 ， 
(090, XET. 


GA, BET, MAD BEZ., 
(c) 若 对 每 一 个 1E7 都 有 AET, MWUAET., TR H X 的 不 分 明 拓扑 ， 偶 对 
CX T) 称 为 不 分 明 拓扑 空间 ， 简 记 作 fts。 了 的 每 一 个 元 素 称 作 了 一 开 不 分 明 集 〈 或 简称 
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FR) 。 一 个 不 分 明 集 是 了 一 闭 的 《或 简称 闭 集 ) ， 当 且 仅 当 它 的 补 集 是 了 一 开 的 。 

如 同 在 一 般 拓扑 中 一 样 ， 粘 不 分 明 拓 办 仅 包含 忠和 X， 可 是 离散 不 分 明 拓 扑 包含 所 有 的 
不 分 明 集 。 

定义 2.3 设 /是 点 空间 到 了 的 一 AB. 设 B 是 Y 中 的 不 分 明 集 ， 且 其 隶属 函数 为 

Hutm。 则 B 的 原 像 记 作 / "CB]， 它 是 关中 的 不 分 明 集 ， 其 来 属 函数 定义 为 ， 

Bemi imi (x) = palf (x)), 3Hg—x€ X, 
相反 地 ， 设 4 是 大 中 的 不 分 胃 集 ， 它 的 隶属 函数 为 hb(x)，4 的 象 记 作 /CA), CEY h lS 
不 分 明 集 且 隶属 函数 由 下 式 给 定 ， 对 每 一 y EY， 


Bue) = Z sup, ju. CD], 如 果 f-:Cy] 非 空 
ao e 其 它 情况 

HPCs {xlf(x)=y}。 

定义 2.4 从 fts(X,9) 到 fts(yy2) 的 函数 { 是 F 一 连续 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 人 一 开 不 分 
明 集 的 原 像 是 了 一 开 不 分 明 集 。 

定义 2.5 从 fts(X,9) 到 fts(Y,2) 的 函数 是 F 一 开 的 ， 当 且 仅 当 它 把 OX 9) 中 的 开 
不 分 明 集 上 映射 为 (Y，&) 中 的 开 不 分 明 集 。 

,定义 2,6 设 光 是 一 不 分 明 拓扑 。 终 的 子 族 号 是 相应 于 了 的 基 ， 当 且 仅 当 隐 的 每 一 个 元 
KURRE PHERI. 

定义 2.7 RT AL TRAHI TTRI 是 相应 于 的 次 基 , 当 且 仅 当 9 的 元 素 的 有 
限 交 组 成 的 集 族 ， 构 成 了 的 一 个 基 。 

定义 2.8 设 (X, 了 ) 是 fts。 不 分 明 集 族 w 景 不 分 明 集 忆 的 覆盖 。 当 且 仅 当 B 王 U {AIAE 
-df } 。 其 为 开 履 盖 ， 当 且 仅 当 .4 的 每 一 个 元 素 都 是 开 不 分 明 集 。d 的 子 履 盖 是 -4 的 一 个 子 
族 ， 其 本 身 也 是 一 个 覆盖 。 


3 ， 局 部 可 列 性 和 可 分 性 


我 们 需要 不 分 明 点 的 概念 。 
定义 3.1 关中 的 不 分 明 点 p， 是 具有 如 下 求 属 孙 数 的 不 分 明 集 。 
mors Mx-xe, 
=0 其 它 部 分 。 
其 中 0 之 y< 1 。 称 0 有 承 集 Xe 和 值 y。 
定义 3.2 设 p 是 羡 中 的 不 分 明 点 ，4 为 X 中 不 分 明 集 。 则 p 称 作 在 4 中 或 4 含有 b， 当 且 
仅 当 对 任意 xEX 有 hr(x)<hx(x)。 记 作 bE4。 
定理 3,1 若 4 UiA, Hh I 是 任 一 指标 集 ， 则 DC 的 充分 必要 条 件 是 对 于 K 
些 i ET 有 PE Ai。 
证 ，(< 二 ) 显 然 。 
(二 党 ) 设 p 的 承 集 是 x。， 则 
Halo) = sup pae (xo) 
有 两 种 情况 ，G) 存 在 某 些 i,E7 使 得 Ba, (0) = patxo); QD XEPÉ IS € , Pa, Gu) 
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ha(x。)。 在 情况 (i) PEA:。， 在 情况 (i)PEA， 意 即 ue Go) a (x0), T na Ge = 
Sup eia, Ga) ,立即 可 得 ,对 菜 些 io 有 Ls(xo) Xa, Gr), PJEPEA, o 


在 通常 的 集合 论 中 ， 定理 3.1 是 不 足 道 的 。 但 是 在 不 分 明理 论 的 情况 下 ， 可 以 想象 它 并 
不 是 那样 微不足道 的 。 事 实 上 ， 如 果 用 he《x)<<h，《x) 来 代替 定义 3.2 中 的 不 等 式 ， 则 定理 
3,1 不 一 定 真 。 另 一 方面 ， 要 是 我 们 限制 所 有 的 不 分 明 集 取 值 0.1 并 希望 定义 3.1 和 3.。2 能 还 
原 为 在 通常 集合 论 中 相应 的 定义 ， 我 们 就 得 用 0Cy< 1 和 hr(x) «yu, GO 代替 0 yc 1 和 
hr(x)<hkA(x)。 换 句 话说 ， 我 们 现在 的 定义 不 能 还 原 为 通常 的 情况 ， 甚 至 如 果 我 们 加 强 限 制 
为 ， 所 有 的 不 分 明 集 仅 取 值 0.1。 因 为 定理 3.1 对 我 们 今后 研究 中 的 一 些 方面 是 必要 的 ， 我 
们 将 坚持 现在 的 定义 。 

定理 3.2 设 (X, 了 ) 是 fts。 则 乡 的 子 族 多 构成 外 的 一 个 基 的 充分 必要 条 件 是 对 于 8 中 的 
每 一 个 元 素 4 和 对 于 每 一 个 点 已 E4， 存 在 胞 的 一 个 元 素 巨 使 得 已 EBC4。 

证 : (二 =>) 事实 上 ， 由 A 是 名 的 元 素 的 并 ， 根 据 定理 3,1 则 结果 即 得 。 

(所 =) 设 入 是 的 一 个 子 集 ， 而 当 xEXX1 时 ， 有 kh,(x) 之 0， AEX- pa) 
50, Ex € Xi Ryo 7n. G0 。 因 为 ye 和 1 ， 则 存在 实数 序列 (9) ，i=1,2,3…， 
dE doy y i=1,2,…， 且 limij-wocy'=ye。 由 下 式 定义 不 分 明 点 PP 的 序列 


Brn) ny FERETI 
-0 其 它 情况 。 
则 已 ,E4。 银 据 假 设 ， 存 在 多 的 一 个 元 素 尤 ， 俩 得 已 ,E BC4。 显 然 ， 在 所 有 的 指标 站 和 所 
有 的 点 xeE .XX, 上 的 B 的 并 恰好 是 4。 
定义 3.3 fts( 义 , 儿 ) 称 为 Cu 空间 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 的 可 列 基 续 。 
定义 3.4 RX, 9) E ts PIER RIA. SIT S OS 已 的 局 部 基 , 当 且 仅 当 对 
4 — T 9; XD; P € B, EX 9 005g c At 825 P € A 则 存在 匈 ， 的 一 个 元 素 巨 有 已 
€BcA, 
XX 3,5 fts(X, F) 称 作 Ci ZA, HERAA REAREA BUG 1 8T 71 
局 部 基 。 
定理 3.3 EX, DCZ, WEE ZA 
证 ， 设 PP 是 X F—475428)IM. UEGURE TUN TIPIE S. WB 是 由 9*= (BIBCS, 
了 EB} 所 确定 的 多 的 子 族 ,. Rig dEuIPUR. RACS, HIE(QPCA, IBEDXEBS3.24 EO 
的 元 过 58， 使 得 PEBCA。 由 定义 B 是 铬 ,的 一 个 元 素 ， 于 是 知 (X，3) 是 C ,空间 。 
定义 3.6 fts(X, ) 称 作 可 分 离 空 间 ， 当 且 仅 当 存 在 不 分 明 点 的 可 列 序列 { 己 让 ， 
i= 1,2，…， 使 得 对 于 了 中 的 元 素 4， 而 4 寺中 ， 存 在 一 点 书 ; 使 得 PiE4。 
定理 3.4 尖 fts( 尤 ，9 ) 是 Cu 空间 ， 则 它 是 可 分 离 空间 。 
iEn ERR, THTT = (BI, 671,2, =. 8B. SOMPE EX, iG 
020, MEFR RAP ,如 下 


hpi(x) = $ pa: (x1), Xix-xi 
=0 其 它 处 。 


星 然 ,EB8,。 则 可 数 序 列 {P,}，i=1,2，…， 即 是 为 说 明 (XX,) 是 可 分 离 的 而 需要 的 那 
一 序列 ， 因 为 了 的 每 一 个 元 素 4 将 包含 级 的 一 个 元 素 ， 即 ,CA4， 因 而 P,€ 4。 
在 (4) 中 已 证 明了 C ,型 fts 也 是 Zinde1Df 空间 。 连 同上 述 的 结果 正 可 以 得 知 , 在 可 数 
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性 性 质 的 四 种 类 型 ，C,,，C ,，LindelOf 和 可 分 离 性 之 中 ，C,, 是 最 强 的 。 文 4] 中 还 指出 
LindolÓf fts 的 媚 一 连续 的 象 还 是 Zindel!Gf 空间 。 在 此 我 们 可 以 导出 相似 的 结果 。 

定理 3.5 设 /是 从 可 分 离 的 fts(X T ) 到 fts(Y U) LRF ERER, MUY, U) 也 
是 可 分 的 。 

证 ， 设 { 已 ,}，i= 1,2,…， 是 相应 于 了 中 的 每 一 个 元 素 4 的 不 分 明 点 的 可 数 序 列 。 注 意 
RICP}, i-1,2,-, HRY 中 的 不 分 明 点 序列 。 设 8 是 多 的 元 素 。 因 为 存在 不 分 明 点 
P., 使 得 ,Ef-*[B), 则 f“!'(B) 是 的 元 素 。 由 于 f 是 到 上 的 函数 ， 因 此 知 f(P.,)€B。 
所 以 (Y，&) 是 可 分 的 。 

文 [5] 中 证 明了 C ,型 fts 在 一 个 下 一 连续 且 媚 一 开 的 映射 下 的 象 是 Cu 空间。 这 一 点 对 
于 C ,空间 也 保持 如 此 。 

定理 3.6 设 /是 从 C ,型 fts(X，7) 到 fts(Y ，&%) 上 的 已 一 连续 函数 。 涛 了 也 是 书 一 开 
fy, WO ，%) 是 C ,空间 。 

证 ， 设 9 是 了 中 的 不 分 明 点 。 则 广 :[9] 是 六 中 的 一 般 不 分 明 集 ， 而 不 必要 是 不 分 明 点 。 
更 准确 地 说 ， 着 g 有 承 集 y。 和 值 y， 则 f-* Cg] 是 具有 下 述 隶 属 函数 的 不 分 明 集 ， 


Bjs (a) sy 对 所 有 的 x € f Cy, 
=0 其 它 情况 。 
用 下 述 的 隶属 函数 确定 一 六 的 不 分 明 点 忆 
hr(x) = y” 当 x= xoy 
=0 其 它 情况 。 
其 中 x。 €f Qo. 


BR, PESIMIS =q。 根 据 假设 P 有 可 数 的 局 部 基 , 记 作 郧 "。 我 们 将 指出 不 分 
明 集 的 可 数 族 y 9 00421A€ B, ) 构成 9 的 局 部 基 。 首 先 ， 因 为 了 是 媚 一 开 的 ， 对 所 有 的 
AEBe, [CAE 人 的 一 个 元 素 。 其 次 ， 设 3 是 人 的 元 素 ， 它 使 94E 巨 ， 则 三 [5] 是 9 的 元 
素 ， 且 已 Ej!(B]。 于 是 存在 一 个 元 素 4E Br (P EACH). Wi EfB 
则 即 得 所 求证 的 结果 。 


4 ， 收 你 性 、 可 列 性 和 可 分 性 


不 分 明 点 的 引进 ， 使 我 们 能 在 一 个 有 意义 的 方式 上 去 讨论 收敛 性 。 

定义 4.1 设 已 ,.，n=1,2,…， 是 fts(X,7) 中 不 分 明 点 的 序列 ， 它 们 分 别 有 承 集 x., 
n=1,2，…， 设 P 是 一 个 不 分 明 点 ， 它 的 承 集 x 三 x,， 对 某 一 个 数 n。， 当 n 之 no 时 P. 称 为 收敛 
到 P， 当 且 仅 当 对 7 的 每 一 个 使 PE 4 的 元 案 4， 存 在 数 m， 使 得 当 n 之 m 时 有 了 .E A。 此 时 记 
fgP.-- P, 

注意 ， 为 了 得 出 有 意义 的 定义 ， 在 承 集 上 的 限制 是 必要 的 。 还 请 注意 ， 若 已 ANY., 
卫 有 值 y， 在 通常 意义 下 P.~~ 尸 却 不 意味 着 能 有 》.->y。 事 实 上 ， 我 们 可 做 下 述 观察 。 若 
PP.->P， 且 P 有 承 集 x。 和 值 y， 则 对 所 有 有 承 集 x。 和 值 > 之 ?的 不 分 明 点 9， 则 P.->g。 在 一 
般 拓 扑 理论 中 ， 有 与 此 相似 的 情况 。 事 实 上 ， 网 收敛 的 极限 的 唯一 性 是 一 类 特殊 类 型 的 拓扑 
空间 ， 即 称 作 忆 eusdorf f 空间 的 特征 。 

定义 4.2 设 P 是 (六 ，5) 中 的 不 分 明 点 ， 其 承 集 为 xs。 设 4 是 X 中 的 不 分 明 集 ， 则 己 是 

* 2 应 为 《pe(x)<y， 当 x=xo? 此 为 原文 印刷 错误 一 — 译 者 注 
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4 的 窒 点 ， 当 且 仅 当 对 F 的 每 一 个 元 素 ， 有 PEB，B 人 4, 二 中， 其 中 A, 是 具 如 下 隶属 函 
数 的 不 分 明 集 。 
TOL 当 x=x。 时 ， 
=p (x) 其 它 情况 。 

类 似 于 我 们 对 收敛 所 做 的 各 种 注释 ， 我 们 可 得 知 ， 若 P 是 4 的 豪 点 ， 且 它 有 承 集 x。 和 值 
》， 则 所 有 的 有 承 集 x。 和 值 z 之 y 的 不 分 明 点 9 都 是 4 的 聚 点 。 

38 4.1 设 (X，3) 是 fts。 设 4 是 X 中 的 不 分 明 集 ， 尸 是 无 中 的 不 分 明 点 。 若 存在 不 
分 明 点 的 序列 Pn，n =1,2,…， 使 得 Pn€ 4， 且 Pn-~ 已 , 则 已 是 4 的 聚 点 。 

iE: 设 B 是 了 的 元 素 ， 而 PEB。 根 据 收 全 性 ， 存 在 m 使 当 n 之 m，P,E 8。 另 一 方面 , P. 
E A4， 且 当 n 之 no 时 ，P,. 的 承 集 不 同 于 P 的 承 集 ， 因 而 当 n>n。 时 ，P.E4r。 即 可 得 n 
max(no，m) 时 ，P.E€BN Av, XXHIBC AP, 
^ 下 理 4.2 若 (X, 9) 是 C ,空间 ， 则 相应 于 XX 中 的 每 一 个 不 分 明 点 P， 存 在 的 可 列 的 局 


By {Vi}, io 1,2,, fV , DV. 2V.,2-. 
证 ， 根 据 假设 ， 存 在 忆 的 可 列 局 部 基 郧 = (0), i- 1,2,… 了 确定 
VisBs VsBNBs,, V. f B. 
BRV DV DV, D. MECMHRARE, GÁAXTUIOR, HAE PC. csi; 
案 ， 如 B;。 使 得 PE B,。C4， 根 据 局 部 基 的 定义 ，PEB,，i=1,2，…，i。， 于 是 


io 
PE f| B, -V ,CB.,CA 
1-1 


因而 {Z ,}，i =1,2，…， 构 成 P 的 局 部 括 。 
现在 我 们 可 以 证 明 下 述 定理 。 
定理 4.1 设 (X，9 ) 是 C, 型 fts， 设 4 是 XX 中 的 不 分 明 集 ，P 是 关中 不 分 明 点 。 则 
了 是 4 的 察 点 的 充 要 条 件 是 存在 不 分 明 点 的 序列 P,，n=1,2,…，, 使 得 P.E€ A, H P.P. 
i: SS ) 由 引 理 4.1 即 得 。 
( c» ) 根据 引 理 4.2， 存 在 P 的 局 部 基 {V,}，i = 1,2, EVD DVD Hi 
P 是 4 的 豪 点 即 可 知 对 所 有 的 i 及 ,站 4s 三 中。 设 x, E XII py, N Ar C 20 的 点 。 
由 下 述 隶 属 函数 确定 不 分 明 点 P,: 
Hr, (x)= vna QU, 当 x=xiy 
-0, 其 它 情况 。 
则 P, EV 由 A4t， 且 对 所 有 的 i ，P, 有 与 P 不 同 的 承 集 , 因而 P,Ps 设 8EF, 它 使 PEB， 
则 存在 .使 得 PEV .C B, 4B imt V .5V ,,Biilg tim 时 了 ,EVmCB。 即 为 所 证 。 
定理 4.2 设 ( 义 ,9) 是 fts。 若 存在 X 中 的 不 分 明 点 的 可 数 序列 (D, i =1,2,…， 使 
得 X 中 的 每 一 个 不 分 明 点 已 是 不 分 明 集 4 = U LPS RI CXS ) 是 可 分 的 。 
证 ， 显然。 
然而 上 述 定理 的 逆 一 般 是 不 真 的 ， 这 再 次 说 明了 与 一 般 拓扑 的 又 一 偏差 。 我 们 有 下 列 反 
例 。 
定理 4.3 存在 可 分 的 fts CX,9) 和 关中 的 不 分 明 点 P， 使 得 对 关中 的 任意 不 分 明 点 的 
可 数 序列 {P,}，i =1,2,…，P 不 是 4 = UPRA. 
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证 ， 设 X 是 点 空间 ，xeEX，4.,0 6 过 1 是 X 中 如 下 定义 的 不 分 明 集 
Ha, (x)= ay 当 x= xo, 
=0。 其 它 情况 。 

BT ={9,X, A. 0 <a <l} WI CX. ) 是 fts。 考 察 不 分 明 点 的 可 数 序 列 {Ps}, E 
其 每 一 个 Ps 的 承 集 是 x。， 而 8 在 0 和 1 之 间 的 有 理 数 值 中 取 值 。9 中 的 任 一 个 元 案 B 二 中 ， 
都 含有 {Ps} 的 一 个 元 素 。 则 ( 六，5) 是 可 分 的 。 设 P 是 不 分 明 点 ， 其 承 集 为 x。 值 为 a。， 
0 之 ao 之 1。 则 P 不 是 任何 的 可 列 不 分 明 点 的 并 4 的 罕 点 ， 因 为 对 所 有 含有 卫 的 BX， 有 
BNA =P, 


5. 局 部 紧 性 


紧 性 的 局 部 化 当然 是 局 部 紧 性 ， 其 构成 本 节 的 主要 内 容 。 

定义 5.1 fts 是 紧 的 ， 当 且 仅 当空 间 的 每 一 开 履 盖 有 有 限 子 覆盖 。 

XX 5,2 fts (X T) 称 作 局 部 紧 的 ， 当 且 仅 当 对 于 XX 中 每 一 个 不 分 明 点 P， 存 在 元 素 
A E59 使 得 (1)PE 4，(ii) AZK, MANE- FENA ARTE. 

显然 ， 每 一 个 紧 的 fts 是 局 部 紧 的 。 

以 下 的 结果 再 次 地 证 明了 不 分 明 拓扑 与 一 般 拓扑 的 偏差 。 

定理 5.1 离散 的 fts CX, SO 不 是 局 部 紧 的 。 

证 ， 设 已 是 X 中 的 不 分 明 点 ， 其 承 集 为 xe， 值 为 >，0 <y<1。 设 4 是 任意 一 个 有 
PE A 的 开 不 分 明 集 ，h， (x) 表 它 的 隶属 函数 。 考 察 所 有 的 使 Ra;(x)<<ha(x)， 当 xEX， 
的 不 分 明 集 {4 ,}，i E77， 的 集 族 .df 。 显 然 .4 构成 4 的 一 个 覆盖 。 因 为 (X, T) 是 离散 的 ， 
则 它 的 任何 一 个 不 分 明 集 都 是 开 集 。 因 而 .了 是 4 的 开 覆 盖 。 然 而 A 无 有 限 子 覆 盖 。 于 是 知 
CX, F) 不 是 局 部 紧 的 。 

同样 C， fts， 我 们 有 下 述 定理 。 

定理 5.2 设 /是 从 局 部 紧 fts(X,9 ) 到 fts (Y, U) 上 的 媚 一 连续 的 函数 。 若 7 还 
是 媚 一 开 的 ， 则 CY, 9L) 是 局 部 紧 的 。 

证 ， 设 9 是 y 中 的 不 分 明 点 ， 其 承 集 为 y。， 值 为 y。 如 下 确定 大 中 的 不 分 明 点 已 

[OLI 当 x = xos 
=0。 其 它 情况 。 
其 中 x。€ f Qu, BI/CP)7q. MRB, HHEJCR AC 9, 它 使 得 PE 4, 且 4 是 紧 的 。 现 
取 q€f(A4)， 则 f(A) 是 4 的 元 案 ， 因 为 f 是 万 一 开 的 。 因 为 /是 下 一 连续 的 ， 因 而 (4) 是 紧 
的 CY, 9) 是 局 部 紧 空间 。 


6 ， 积 和 商 空间 


在 本 节 我 们 将 讨论 以 前 定义 过 的 由 空间 生成 的 积 和 商 空间 。 我 们 特别 感 兴趣 的 是 有 关 局 
部 可 列 性 ， 可 分 性 和 局 部 紧 性 的 条 件 的 生成 和 区 分 。 

设 {X.}，iE7 是 空间 的 集 族 。 设 世 = 刀 .e,X。 是 通常 意义 下 的 积 空间 ， 忆 .是 从 万 到 天。 
的 射影 。 
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更 进一步 假设 每 一 个 X。 是 fts， 其 相应 不 分 明 拓扑 为 了 .。 设 BE 。 则 根据 定义 2.3P。， 
[B) 是 凶 中 的 不 分 明 集 。 则 不 分 明 集 族 g={P.-*[B)1BE 9. a € T) 在 下 述 意义 下 即 生成 
天 的 拓扑 了 : 设 甸 是 名 的 元 素 的 有 限 交 的 会 体 为 元 之 集 族 ， 是 所 有 多 的 元 素 的 并 为 元 之 集 
族 。 则 显然 了 确实 是 天 的 不 分 明 拓 扑 ， 且 其 以 另 为 基 ， 以 9 为 次 基 。 

定义 6.1 给 定 fts 的 集 族 (OX. S .)},aE7， 不 分 明 集 拓扑 9 按 如 上 定义 ， 则 称 作 
X2 II. X.WBURABIRTS CX, T) 称 作 积 fts。 

定理 6.1 HOC, $2), o€ ERO, fts 的 可 列 集 旋 ， 则 积 fts(X，) 是 C ,型 、 

证 、 设 P 是 义 的 不 分 明 点 。 则 它 的 投影 P。 = P,P] 又 是 X. 中 的 不 分 明 点 。 根 据 假设 P. 
有 可 列 的 局 部 基 多 ,= 1B。,,} i=1,2,…。 对 每 一 个 a ， 设 VV 是 XX 中 的 由 式 .={P。， 
[B.,1)1B.，iE B.} 所 定义 的 开 不 分 明 集 族 。 设 K 是 7 的 任 一 有 限 子 集 ，Wr X HATE 
义 的 开 不 分 明 集 族 : 

Wr={ VV e.) 
进而 设 吕 ,是 所 有 ix 的 集 族 中 其 中 K 于 7 的 所 有 有 限 子 集 上 取 值 。 注 意 加 ,是 六 中 的 开 不 分 明 
集 的 可 列 族 。 因 为 一 个 可 列 集 的 所 有 有 限 子 集 是 可 列 的 ， 鲍 , 的 所 有 元 素 都 含有 P。 以 下 我 们 
将 证 明史 ,是 忆 的 局 部 基 。 为 此 , 设 4 是 8 的 使 PE 4 的 元 素 ， 则 根据 积 不 分 明 拓扑 的 定义 及 
根据 定理 3.2 存在 的 有 如 下 形式 的 基 的 元 : ' 

B= A Pi} CAD) 

RRA ET., ii PEBCA BÀ Pa EA 印 可 知 存在 入") 的 一 个 元 素 B。j ,ii RE 
Pa EB ij CA» 对 j=1,2，,…，n 依 此 而 作 ， 则 PE BCB， 其 中 

Br= Ñ, PCS), s) 
ABC, BARBULÉGSOC, 7 了) 是 C1 型。 

以 下 我 们 将 证 明 存在 不 可 列 的 C ,空间 集 族 ， 其 积 空间 不 是 QC 空间 。 

定理 6.2 设 {(X.，9 .)}，aE7 是 不 可 列 的 C ,空间 集 族 。 于 是 若 

(1) 任 何 一 个 都 不 是 ， 非 离散 的 ， 即 对 每 一 个 a€ 1， 存在 U。€ 了 .而 U .寺中 或 XY。， 

(1) 对 每 一 个 ET， 存在 不 分 明 点 p. EU。， 使 得 

P= Q, PEOI 
是 义 中 的 不 分 明 点 ， 
“i) 在 每 一 个 fts OC TIH AEHERISAC A=, dH eC X. 使 得 h(x) = 1， 
其 中 心 是 4 的 隶属 函数 。 
则 积 tts(X， 史 ) 不 是 C, 空 间 。” 
` HÈ, RAF-A BEX REFIRA., a€ Le 
P= Qy Paip.) 
不 总 是 关中 的 不 分 明 点 ， 而 它 可 能 是 一 个 不 分 明 点 ， 也 可 能 是 空 不 分 明 集 中 。 例 如 ， 设 7 
= (0.1)。 在 每 一 个 XX. 中 设 p. 是 一 个 不 分 明 点 ， 其 承 集 为 x.， 值 为 a WI 
P= fl P. (o7 
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iE: X, ) 是 C, 空 间 ， 则 忆 有 可 列 的 局 部 基 且 "= (D. , ic 1,2,…。 根 据 积 不 分 
明 拓扑 的 定义 ， 对 每 一 个 B,€ BRET KERNE 


Bo= Ñ PEA) AET. 
D, 


使 得 PE BecB,。 根 据 假设 (ii)， 当 a ai MPLCBD Xs, j1,2,,n. 确实 如 此 ， 设 
xi € X«i, B pa, Gu) 0l, jean, 设 x。EX。， 考 察 X 的 子 集 


n X 
S'z Gn ex Ge x Gs x B Ea sa B 


Jes, CS) =1， 对 每 一 sES hho MN Prau, (x)= 1 。 因 为 x。 是 任意 选择 的 ， 即 P. 
CB) 7 X., WfiP.CB,2- X., Ña 站 ay，j=1,2,…，n 时 。 对 所 有 的 i 依 此 类 推 ， 我 们 
得 到 7 的 可 列子 集 六， 它 使 得 对 每 一 个 ET -及 和 所 有 的 i 有 P.(B,)= 义 ,。 因 为 1 是 不 可 
列 的 ， 故 存在 a ,E71 - 及。 因此 对 所 有 的 1，P。。B;)=X*。。 另 + 方面 PEP:。 U., Jo 
根据 局 部 基 的 定义 , FEB, € 9 ERE PC BLCPLICU. J ATP., BIU. HAFA. 

定理 6.3 RAX, T), a E7 是 可 分 空间 的 可 列 集 族 s , 则 积 fts CX, £0 也 是 可 
分 的 。 t 
i: 在 X. 中 ,存在 不 分 明 点 的 可 数 序列 {P。,} ,i = 1,2,…, 使 得 对 .的 每 个 元 素 4. € g. 
有 不 分 明 点 PE 4.。 设 2 是 X 中 由 U. (PL71 (ps0), i2 1,2，…， 所 定义 的 开 不 分 明 
集 族 。 设 天 是 7 的 有 限 子 集 ，Y * 是 X 中 如 下 定义 的 开 不 分 明 集 族 。 

Ysi VL. eu.) 


JE v RRAN V 为 元 之 集 族 ,其 中 天 取 值 于 7 的 所 有 可 能 的 有 限 子 集 。 少 是 万 中 可 列 的 
开 不 分 明 集 族 。 少 的 每 一 个 元 素 形 如 fi。erF。， 因 为 玉 是 有 限 的 ， 总 存在 不 分 明 点 ， 例 如 说 
JE py € see .对 几 的 所 有 元 素 依 此 类 推 , 则 9 = {ps} 是 X 中 不 分 明 点 的 可 列 旗 。 进 而 对 多 
的 每 个 元 素 4， 存 在 开 不 分 明 集 

B= Ñ PH), 
其 中 41 € 9。， 其 使 得 BC 4。 据 其 构造 ， 存 在 吧 的 不 分 明 点 ps 使 得 

pa € Ñ Pi} LP. J CBCA 
BH CX, T) 是 可 分 空间 。 

定理 6.4 COL. TO), alis, mn 是 局 部 紧 fts 的 有 限 集 族 , NUR fts CX, 


T) 也 是 局 部 紧 的 。 
证 ， 设 P 是 义 中 的 不 分 明 点 ，p。= P.( p ) 。 根 据 假设 ， 存 在 9 的 元 素 4.， 使 得 P. E 


A， 且 4, 是 紧 的 。 则 不 分 明 集 = NPCA 是 了 的 元 素 , 且 p= .人 PI CORB 
它 的 ,我 们 只 需要 证 明 是 紧 的 如 在 C5] 中 一样 ,如 下 定义 两 个 不 分 明生 41，4: 的 积 4, xA, 
Paar CxXiszi ) 7 min Cp, Go), pa Gn) . 
进而 可 定义 及 = 41 x Aa x… x 4.。 用 (5) 中 定理 3.4 的 证 明 中 所 用 过 的 某 些 论证 ， 恰 可 
* ) 原文 误 印 为 B, = (8) — $E 
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以 证 明 B 是 紧 的。 因而 ( 六，F ) ERRE. 

以 下 我 们 将 讨论 商 不 分 明 拓扑 。 

定义 6.2 设 X 是 一 个 点 空间 ， 设 RR 是 定义 于 XX 上 的 一 个 等 价 关 系 。X/R 是 通常 意义 下 
的 商 集 ， 并 设 P 是 从 XX 到 X/R 的 通常 意义 下 的 射影 。 — 

车 (X，F ) ”是 fts， 可 以 如 下 定义 六 /RR 中 的 不 分 明 拓扑 ， 使 得 卫 是 FERD, it 
WW 是 由 WW= {BP BIET } "所 定义 的 X/R 中 的 不 分 明 集 族 。 则 /是 不 分 明 拓扑 ， 且 称 
fEREX RIS T CX/R, 9 ) 称 作 商 fts。 我 们 可 得 下 述 结果 。 

定理 6.5, ORX, 5 是 可 分 的 ， 则 商 fts ( XX/R，% ) 是 可 分 的 。 

(ii S CX, T) 是 C ,空间 ，P 是 一 开 的 ， 则 商 fts CX/R, 9C) 是 局 部 紧 的 。 

证 ，( i ) 由 定理 3.5 即 得 。 ( ii ) 由 定理 3.6 即 得 。 ea 2 即 得 。 
。 ) 原文 误 印 为 (x,9 ) 一 一 译 者 注 
* * ) 原文 误 外 为 UY = {BIP (D, €T ) 一 一 译 者 注 
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o^ d OH dd dh 

; R. Lowen: 
本 文 研究 不 分 明 拓扑 的 某 些 性 质 ， 特 别 是 不 分 明 紧 性 和 不 分 明 连 续 性 。' 
1 .定义 和 记号 


设 媚 是 一 个 集 ，9 《至 ) 记 上 的 所 有 拓扑 的 族 ,及 《万 ) 记忆 上 的 所 有 不 分 明 拓 扑 的 族 
[ (3)，(6) ) 。 又 设 7 = 〔 0.1 ] CR, HAZLER- Eih 


T.=4{)a, olia ERU {9}. 
MASM, Fr/1 》 记 为 7 。 


考虑 下 面 的 映射 ， 
o: 8 CE)-—-43C8), 
g-0(g)2v(OE8,9),1), 
i d4OEY—-7OE), ' 
di ] 
这 里 i( OVERTE riy C 函数 》3 的 族 的 初始 拓扑 。 


对 于 某 个 确定 的 拓扑 了 ， 当 5 =o@( 了 ) 时 > RIA ERN, " 
容易 证 明 


(1)iow=idyin, 
(2 )1 和 w 分 别 是 在 土 的 笠 1 一 上 的 。 


(3)iow(8) 是 一 切 比 5 精 的 拓扑 生成 的 不 分 胃 拭 扑 中 最 小 的 。 

(4 ) 5 是 拓扑 生成 的 充 要 条 件 为 5 = iou (8 ) 。 

还 有 一 个 更 重 驾 的 事实 ，8 是 拓扑 生成 的 充分 必 楼 条 件 是 对 任何 映射 E 安 (7 ,,7 ,) 和 
uE8 有 fou€8。 


2 .不 分 明 紧 性 


BCE, è) 是 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 。 我 们 说 (已 ，8 ) 是 不 分 明 紧 的 ， 如 果 对 任何 族 
(Qu 665, supu, = 1 f—9e» 0 BRES, EZ ' Bflsupi21—t 


HUER, HEATET CE) ， 不 分 明 拓扑 空间 (万 ，o() ) 是 不 分 明 紧 的 充分 必要 
条 件 是 拓扑 空间 CE, T) 是 紧 的 。 


设 oC8 是 不 分 明 拓扑 8 的 一 个 子 族 ， 若 Vh € 8 都 存在 族 ( 1); ecco, 使 得 suph =u, 
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则 称 o 为 不 分 明 拓扑 8 的 一 个 基 。 
设 o'C5， 且 o 的 一 切 有 限 交 构 成 8 的 一 个 基 ， —— 
可 以 证 明 不 分 明 的 d'4iexonder 引 理 。 


3 ， 初 始 的 和 最 终 的 不 分 明 拓扑 
设 已 是 一 个 集 ，( 已) Yo 是 一 族 不 分 明 拓扑 空间 ，f ，7 EJEA E, BRF IG 
Ho FATH, 
Mito, 


是 关于 已 的 使 得 一 切 映射 f, 都 不 分 明 连 续 的 最 小 不 分 明 拓 扑 的 子 基 ， 其 中 fiio) 


iO» AEEY H 
我 们 记 这 个 不 分 器 拓 扩 为 sspfi (Yi). 且 称 它 为 关于 5 的 族 (Fi, f 1),es 的 初始 拓扑 。 


~ 


BCF, Fi) je 是 拓扑 空 间 ， 则 
o (supfi' (91)) Ssupfi COGI), 
16 Hi 


X4 CF, vi ) 是 不 分 明 拓扑 空间 ， 则 
i Csupf i! C) =supfi" CDD. 


ngo nib CE, 5,6 REUS CILE, supP" "(81) ) 。 可 以 证 


明 有 限 个 不 分 明 紧 空间 的 乘积 是 不 分 明 紧 的 。 对 于 无 穷 委 积 这 个 性 质 将 不 保持 。 
类 似 地 ， 我 们 可 以 引入 所 谓 最 终 交 不 分 明 拓 扑 ， 设 (E,，81),es 是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 
Rfi EJ 是 由 ,到 严 的 函数 ,我 们 用 由 (31) 表示 对 应 的 关于 F 的 最 终 的 不 分 明 拓扑 。 


与 初始 的 不 分 明 拓扑 类 似 ， 有 下 面 的 关系 : 
o COf iar» sf, Td), 


iC0f, cO ENF GOD, 
je) je 


后 一 个 关系 一 般 是 严格 的 。 


4. 不 分 明 一 致 空间 


设 E 是 一 个 集 , vE "和 ph EZ5 
定义 h 关 于 的 截 制 为 
uv») TsopoQDAuGQ 2. 


APTA, CIUS, X RV fS 8. 
uA Gy) = supyGrz) AuG D, 
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关于 EE 的 一 个 不 分 明 一 致 结构 是 一 个 子 集 FCT""*。 满 足 
C120, vE ==>pAvEg. 

(2) hv€E 9——24€ 9, 

(3) Vu€o, Vx€E, n Cx,x) 7 1, 


(D Vu€ e, KEP, XER Cry) =p (Qi, 
(5) VhEe， 存 在 vE 中 使 得 vAvSh 
容易 看 出 ， 映 射 

Ye Pr, 


n- C) s infv(i) 
rer 


是 格 7 中 的 闭 包 算 子 。 

可 以 证 明 ， 不 分 明 集 族 

16g) = (n €7*, $ C174) 21-9] 

是 关于 EE 的 一 个 不 分 明 拓扑 。 

dCE,q) B CF AO 是 不 分 明 一 致 空间 ，f， 一斑 是 一 个 映射 ， 称 是 不 分 明 一 臻 
连续 的 ， 当 且 仅 当 Vv E 溃 ， 存 在 4 Ep， 使 得 

vCf/GO,f aD) Zu xy), VCxa) €ExE, 

df: EXE—FXxF, (iy) SESU), 
则 上 述 条 件 归结 为 YuEy 存 在 kE 中 使 得 v 全 :7 Cu D. 

显然 ， 不 分 明 一 致 连续 的 函数 是 不 分 明 连 续 的 。 

对 于 一 个 一 致 空间 已 ,9 ) 都 有 一 个 不 分 明 一 致 空间 Ero U) ) 与 之 对 应 ， 这 里 


ov C94) = {hE7ee HE VEURE px } 而 对 于 一 个 不 分 明 一 致 空间 (无 ,9 ) 
也 都 有 一 个 一 致 空间 (已 ,iv( 申 ) ) 与 之 对 应， 其 中 


iv(9)7 {a 0) a€9). 
可 以 证 明 ， 若 8 (4&) 是 结合 于 一 致 结构 % 的 拓扑 ， 则 
1Co«( 941) *oCg7()) 


T Cii(q)) Oi C1(9)) , 
可 以 类 似 于 初始 的 不 分 明 拓扑 定义 初始 不 分 明 一 致 结构 。 设 (局 ; ,9i ) Lo 是 一 族 不 分 


明 一 致 结构 ，f ,i EJ 是 由 ;到 玉 的 函数 ， 则 其 对 应 的 初始 不 分 明 一 致 结构 为 
supsfi™! CoD. 


籍 助 于 适当 的 翁 设 ， 可 以 证 明 
tCsupif i71 (9,2 ) 2supf i7! CICD , 
jef iel 


supif 7 COCU) 20. Gupif 7012) , 
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Supif i^! Ci.Cg;)) v i. Cupif i" (CoD). 
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CRUISE D 


不 分 明 拓 扑 空间 的 一 致 性 


BRUCE HUTTON 


本 篇 论文 中 我 们 将 拓扑 空间 上 的 氢 一 致 性 的 概念 扩充 到 不 分 明 拓 扑 空间 。 我 们 证 明 很 多 
与 普通 定理 相对 应 的 定理 。 具 体 地 说 ， 我 们 要 证 明 每 个 不 分 明 拓 扑 空间 是 氢 一 致 的 ， 并 且 利 
用 完全 正则 的 类 型 来 描述 一 致 性 。 我 们 还 在 不 分 明 单位 区 间 上 构造 自然 一 致 性 。 


1. 引 言 


在 [ 3 ) 里 我 们 把 正规 性 推广 到 了 在 ( 1 ) 中 引进 的 不 分 明 拓扑 空间 , 并 且 用 某 种 
Urysohn 引 理 描述 它 。 在 这 个 过 程 中 ,我们 构造 一 个 有 意义 的 不 分 明 拓扑 空间 ， 即 不 分 明 
单位 区 间 。 

本 文中 我 们 将 拓扑 空间 拟 一 致 性 和 一 至 性 的 概念 推广 到 不 分 明 拓 扑 空 间 上 。 我 们 证 明 很 
多 与 普通 定理 相对 应 的 定理 。 具 体 地 说 。 我 们 要 证 明 每 一 个 不 分 明 拓扑 空间 是 拟 一 致 的 。 利 
用 完全 正则 的 类 型 来 描述 一 致 性 ， 不 分 明 单 位 区 则 起 着 极 重要 的 作用 。 为 完成 这 个 目的 ， 我 
们 在 不 分 明 单 位 区 间 上 构造 一 个 自然 一 致 性 。 
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作者 要 感谢 Ralph Fox 5 Ivan Reilly 对 若干 问题 有 益 的 建议 。 


2. 预备 知识 


本 文中 提 到 的 (上 L， 近 ，“' ) 我 们 始 终 认为 是 有 反 序 对 合 “ ”的 一 个 完全 分 配 格 。 集 
义 上 的 一 个 L 一 不 分 明 集 是 任 一 个 映射 A，X-> 上 。 这 里 说 明 L 是 一 个 真实 值 的 集合 , A ( x 》 
称 为 在 不 分 明 集 A 中 x 的 隶属 度 。 当 工 是 格 (0, 1) 时 ， 则 不 分 明 集 中 的 A Cx ) 对 应 于 普通 


集合 的 特征 函数 。 
我 们 定义 不 分 明 集 的 并 、 交 、 余 如 下 ， 
ya ) Cx)= VA) 当 xEX， 
《 NAD G0 5 A ALGO Hx€x, 
A'(G) 7 AGO" 当 xEX。 


定义 不 分 明 拓扑 空间 是 一 个 对 ( 羡 ，+ ) ， 其 中 t 刁 L*( 从 X 到 工 的 所 有 的 象 )， 并 且 + 对 
任意 并 及 有 限 交 是 封闭 的 。 在 中 一 个 集合 是 开 的 而 当 它 的 余 集 在 + 中 时 它 是 闭 的 。 如 果 ( 万 ， 
Ti ) 和 (Y，Tts) 是 不 分 明 拓 扑 空间 ， 又 如 对 每 个 r: 开 集 忆 有 1 -: CU ) € ( 当 xEX 时 ， 
[7 QU) G02U (f(x) ) 时 ， 则 称 映射 f，X -= 了 是 连续 的 。 不 分 明 集 的 内 部 和 闭 包 定义 
的 方法 是 显然 的 ( 见 C1] ) 。 


3 ， 拟 一 致 性 


考虑 在 通常 拓扑 意义 下 X 上 的 拟 一 致 性 。 元 素 刀 是 发 x 光 的 一 个 子 集 。 我 们 定义 万 ， 
2'92'HDCOV ) = {ylxEV 且 (x,y VED} 表示。 显然 ， 对 于 在 27 中 的 六 和 Vd VC 
D(V)DCUV,)  UDCV.O , MRE, 4D, 272" 满足 对 于 在 2x s RV A 
VEDO) RDCUVO-UDCV 2, 我 们 可 以 定义 DD 三 XxX 使 得 DD 包含 由 D= { (x,y) 
ly€D C (x Y 2 ) 表示 的 对 角 线 ， 为 了 定义 不 分 明 拓扑 的 拟 一 致 性 ， 我 们 取 拟 一 致 的 基 元 
素 ， 它 属于 象 D，L* 一 L* 的 集合 @ 的 元 素 ， 并 满足 ， 
(AD. VED(V) 3V EL 
(A2) DOUV,)=UD(Y,:) 4y EL 
上 面 定义 中 拟 一 致 的 意义 是 什么 ? 我 们 还 需要 一 些 预备 知识 。 
下 理 1。 假 定 上 是 一 个 完全 分 配 格 和 a E 工 。 则 存在 集 B 刁 使得 supB =a， 并 且 如 果 
AEL 又 满足 suwpA4=a， 则 对 每 个 BEB 存 在 YE 4 使 得 B<Y。 
证 明 ， 考 虑 使 得 supA= a 的 所 有 可 能 的 集合 4 三 上 。 指 标 集 为 AlE), ERAP 
的 指标 元 素 用 4 = Cau li € DL; EXER, AE 
= {Nor oT) 


则 Sapha rN ena) 


=A 人 (VYV aiuu) 
je unen 
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又 当 K EJ 时 ， ATK oss 于 是 ,对 每 个 BEB， 存 在 YE€ 4 使 得 B<Y ( 对 任何 


KEJ), 
引 理 2 。 假 定 工 是 一 个 完全 分 配 格 ， 生 f，Z-> 工 满足 ， 
: Cal) aXf Ca) Ma€L, 
(a2) aX "HH f (a) 三 1 CB). 当 x\BEZ、 则 由 下 式 定 
XHf*, LL, 
ws A CMI) 


是 最 大 的 g， 工 -~ 工 ， 它 的 逢 小 于 或 等 于 ， 且 满足 : 
(231) aXg(c) acl, 
(22) gl(Vai)=Vgla) — iac€L, 


又 对 于 B 如 同 引 理 1 中 的 一 样 ，f "(a) PAAL 


T, BAME Cal) H Caz), X 3a € L5, [Cf o0, 
选择 如 同 引 理 1 中 的 8。 如 果 su p= a， 则 对 每 个 BEB 存在 Y ET 使 得 B 生 8。 所 以 


VOB SY fCY) 
LEES F= V, FO) 
设 Vat = xc， 则 可 以 找到 B 使 得 supB,= at 并 
且 fela)= V f CB.) 
2T 
m Vf*(ao VN, /BD 
zt 因为 pV =a., 
/显然 是 上 述 最 大 的 g。 


EX1. fu L-—LÉfi LLM), (02 ( 如 像 引 理 2) 。 设 g，L 上 一 上 出 g(a) 
=f1(a) 人 fa(a) EX MIMEA a) ) 。 则 站 人 fss FL Nf gites. C 
7 人 1 :满足 ai) 和 (az) ) 。 

引 理 3 。 假定 / LLNS a L-LWRGDRGD, M 


Gif) Ca)= À LC Gi0 Via Ca) D 


EA: fi Af: (a) = A YEA) 
a CA Cy F0 2E CY / 002 


,A. m ` 
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u 


人 (人 (CfCFr)Vf:CVr))) 
Lid "En A 


"pts 


= A (fila)vfi(as)), 
PARA 
DE MRLN, LEX DRE. Mit, 381. 2 和 3 PISLSTEURL* X 
SC TA Cal) 和 ( a2 ) 就 是 条 件 CALO 和 ( A20 , HFD: DLE, LL, 我 们 
用 DNE 表 示 D 八 E。 对 每 个 VeL*, WED ) CE CV ) WiRDCE, 我 们 用 函数 合成 定 
义 Do 已 。 现 在 能 够 定义 拟 一 致 性 。 

定义 2 。 在 集合 X 上 的 一 个 不 分 明 拟 一 致 性 是 2 (所 有 满足 (41) 和 (42) 的 映 象 的 集合 ) 

的 一 个 子 集 包 使 得 ; 
(01) 2x, 
(02) D€? RDCE € QM & MEC D, 
(03) DEG REC GM DAE € 8. 
(010 DEGERE TEE C GIEE-EC D, 
《 注 》 这 个 定义 和 对 于 工 = {0,1} 的 通常 的 定义 一 致 。 而且 ( 83 ) 可 以 用 下 面 (@3' ) 代 
H 
CO3) D, EDAD: € DARM ED EDEHDEDMDED: 
CE ME 04) 的 2 的 任何 子 集 多 在 下 述 意义 下 生成 不 分 明 拟 一 致 性 , 即 所 有 D € BNE 
包含 呀 的 元 素 的 有 限 交 是 拟 一 致 性 。 这 样 的 集 多 称 为 所 生成 的 拟 一 致 性 的 子 基 。 如 果 驴 也 满 
JÉ C03^) ， 则 起 称 为 基 。 
在 定义 由 拟 一 致 性 生成 的 不 分 明 拓扑 之 前 ， 先 给 出 下 列 简单 的 命题 。 
命题 4 。 假 定 映 射 ii， 乙 ?-> 乙 * 满 足 内 部 公理 ， 
CIDiCX) =X. . ; 
(12)i(V) EV My €L*, 
C132 iCiQD20)2 2 i(V D 4v EL, 
CIDiCcCVQWo-iCV)f0i(Wo — uv,wer., 
则 t= (V ELi CV) =V ARARE, ERICV 0 2 Int CV 5, 

EX3, (X, 9) 是 一 个 拟 一 致 性 。Tnts L'-D Int OV )-U1(U€L'| 
DU) CV 对 某 些 DE 多 } ox, 

命题 5 。7 nt 满足 内 部 公理 。 

证 明 ， (11) 和 (1 2) 显然 满足 。 

CI30 M, B. 

如 果 UWU 和信 是 不 分 明 集合 ， 并 且 DE GRE D(CU) CV, 则 可 以 找到 EED, 使 得 
Eo。ECD。 Mkibil, ECE(U)) CV, TREQU) EIn CV ) ,由 此 ,并 推出 USInt 
CInt (V), BL, Int(V)C Int CInt(V), HAARA C2) 有 另 一 方面 的 包含 , 于 是 
有 Znt( 了 区 ) 9 Int CInt( 200, 

随后 由 (83) 有 (84)。 . 

定义 4 。 由 妃 生成 的 不 分 明 拓扑 是 7 nt 生成 的 不 分 明 拓扑 。 

因此 特别 注意 D (U) 是 由 忆 生 成 的 拓扑 中 忌 的 一 个 邻 域 。 
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8/86. E CX, t) ERAWIBIIEIS, BGED. COH. D. CUORE EE WE 9 E 
U Ciz 1,22 的 一 个 邻 域 ， RICD, ND) CU ) 是 任 杂 不 分 明 集 林 的 一 个 邻 域 。 
证 明 ， 由 引 理 1 ，2 和 3 
CDinD:) CU) = Y DVINDU)) 


U 是 某 些 不 分 明 集 U, 的 并 , JE D: QU, ) Ci 1,2) EU, 的 一 个 邻 域 , 因此 人 DD， 
(GU; ) ND: CU; ) EU, 的 一 个 邻 域 。 即 存在 开 集 W,; 使 得 U,EWjED,(U,) 几 D， 
(U; )。 因 此 W= yw 是 开 的 ， 并 EUEWEY (CDUDnD:(UD) ) 。 


定理 7 。 每 个 不 分 明 拓扑 是 不 分 明 拟 一 致 的 。 
WEB]. CX, ) 是 不 分 明 拓扑 空间 。G 是 在 r 内 的 任 一 开 集 。 
$ De(V)=X NV 46, 
2G 当 VEG。 
即 DD。。D。= DD。。 这 样 由 命题 6 ，{ D。1DE Tt} 构成 生成 拓扑 拟 一 致 性 的 子 基 。 
我 们 可 以 在 拟 一 致 空间 中 定义 拟 一 致 连续 性 。 
定义 5.。 E(X, 9») 和 ( yE) 是 拟 一 致 空间 。 如 果 对 每 个 EEE 存 在 DE 名 使 得 
DCf-(E), WHV €L', DOV) CI ECFQODO )。 就 说 映射 f，X-=*y 是 拟 一 致 连续 
的 。 
命题 8 。 每 个 拟 一 致 连续 函数 在 诱导 不 分 明 拓 扑 中 是 连续 的 。 
证 明 ， 设 /， XX->Y 是 拟 一 致 连续 的 ， 在 由 8 生成 的 不 分 明 拓扑 中 考虑 一 个 开 集 矿 。 即 
V=U {UIE(U)EV 对 某 些 E EE } 。 如 是 上 《( U ) EV WEED E 多 使 得 
Df (CU) EF! CEGf/ NU YI SGI! EUSEB). 
By QU) Entf 1 QD), 所 以 : 
U 1/7 GDIEQUD)EVXXE&EE€g ) CInt Cf (O0)), 
f CUU, ) Uf CULO BE" CV OS Et C020 , WE (Lo GER, 
这 就 是 连续 性 的 定义 。 
我 们 现在 利用 拟 一 致 性 来 证 明 对 应 于 拟 伪 度 量 性 的 特征 的 一 个 定理 。 我 们 有 效 她 利用 拟 
一 致 性 的 一 个 特殊 类 来 定义 拟 伪 度量 性 。 有 一 个 变换 方法 使 据 一 臻 性 到 一 个 映射 内 满足 从 XX 
x 克 到 独 异 点 的 三 角 不 等 式 。 但 这 仅仅 是 一 个 表示 方法 的 改变 。 利 用 这 个 特殊 基 的 令 述 ， 此 、 
刻 似乎 更 直观 。 因 此 我 们 保留 这 种 情况 。 i 
定理 9 , CHODSERO E CX, ) 是 拟 一 致 性 ， 则 有 一 个 基 { D,|r € Rr 0 } 使 得 D,。 
DD,ESD,,,(r 和 s 是 正 实数 ) 的 充 要 条 件 是 多 有 一 个 可 数 基 。 
证 明 ，( 一 > ) 是 显然 的 。 uou ao 
(所 二 ) 反 之 , 假定 多 有 一 个 可 数 基 :{ U.|n#1,2.3,… 1, ZR RE (CU. } 使 得 
U,eUeU EU.-: (例如 (4) )。 
当 e> 0 时 ， 如果 2-" 三 :三 2- ih, UEG. ED, 如 果 1 Se, Hé. (002X 
EX ED, (Aih. ebo. Ebr ) 。 
定义 D=U beebere 


à t.t 
Lr 
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WAp EOOH, RD TREOES BHE 
C1) BRED. 
(22 D.Cós., 因为 
WURK = 1 ，beie…。dsxCd:- 是 显然 的 。 假 定 开 > 1 并且 如 果 1< 玉 和 es>0， 则 
中 e410o 中 el 三 中 :，( 其 中 e1 t 入 +Ei=e ) 考 虑 9eie…ese( 其 中 si+…+er=e)。 选 择 使 
得 e+ …+ ej 三 女 e 成 立 的 最 大 的 j。 于 是 ej :+ … + ex 三 广 s。 由 归纳 法 ，; 
be,oseobe; Che, ^ 
$t; ,1& 6e, 
$e; anon be, 
所 以 $eso erbe. Cc bes bebe, 
Cit. 
因此 (Dile 0 PERSEE — B peh MAU.) 。 族 { Dule> 0 } 显然 江 
足 D,eD,ED,,,。 


4. 一 & 性 


考虑 在 普通 拓扑 意义 下 的 -- 致 性 。 我 们 用 (x,y)ED-!' 来 定义 D-', (xy) EDW 
RRR yx) ED。 等 价 的 锅 述 是 ， 
YED {x} ) 的 完 要 架 件 是 xED ( {y} )， 
VEDY ( { x) ) 的 充 要 条 件 是 x 华 万 ( {y} )， 
D- eix 2C (yb PRESE DC {y} Siah, 
D^ (CV ) SU' 的 充 要 条 件 是 D(U CV. 
给 出 下 面 的 定义 ， 
"| 定义 6 。 设 L 是 有 反 序 对 合 “，” 的 完全 分 配 格 。 设 f， LL 满足 (Col) 和 《a2)。 则 
Hif Gs inf {BIf(B') €a^ 定义 三 5 L>L。 
命题 10。( 1 ) fC a) BIER VERE" CB)". 
(22/7 UB (a2 a2). ， 
(3) F Afe 
CA) f 三 g 的 充 要 条 件 是 1 Sg o 
(5) (fog)?! = gto- + 
证 明 ， (1) (二 > ) 是 显然 的 。 
(0 成 立 ， 因 为 如 果 f"'(B') 三 a'* 则 x 
fGOSfGü (Q7!) 
=f(V (yf GB )rtfontser 
xg E 
(2) (al) 是 显然 满足 的 。 
(a2) 也 是 满足 ， 因 为 
VÍ OS Be»Í^ 0S. 对 所 有 i， 
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SEa) 对 所 有 i， 
HB EVa.) 
Œf (Va EB 


所 以 f^GCVaO-VÍ^aD. 


(3)、(4) 和 (5) 由 类 似 的 论证 得 到 。 v 
BEL, (AfD = fiA : 
EA: BASLER supd = a, #H, iban a; Mg beAfdETED 使 
得 8 三 y( 如 在 引 理 1 中 )。 
egt. RXRA E OE Af (B'yma'. 
则 ) 
(Ga AF7GD ; 
SATBIGIAFCG")Sa'! ) 
MAL EBONE B) Xa? 》 


= 八 {Blv8EA。3B,，B, 使 得 B1 八 B= BR By VB d) 
= YC 八 1{ B13p1，B: 使 得 B1 八 B= BAS Ba SD, FIOI 1 


=Y, OA BNB (BY Se BIOS 
ay, OAT) 


= (fi ANfa ) (a) (由 引 理 3 ) 。 
如果 是 有 反 序 对 合 “,” 的 完全 分 配 格 ， 则 即 是 LY。 因此 ， 对 于 每 个 在 中 的 D: LL 
我 们 能 够 像 定义 6 中 一 样 定义 DD-! 。 注意 如 果 包 是 在 X 上 的 拟 一 臻 性， 则 即 是 @@- = (D^ 
DED}. XiuRDc2, WI CDAD- 7 DND, DD D-' 是 对 称 的 。 
我 们 现在 能 够 定义 一 致 空间 。 . 
定义 7 。 拟 一 致 性 多 是 一 致 性 ， 如 果 它 满足 
(05 DES uáxD'cg. 
或 等 价 地 ， 
(09) ”名 有 对 次 区 于 的 一 个 基 。 C^ 
在 [ 3 中 介绍 了 不 分 明 单 冬 区 间 ， 定 个 如 证 ， 
定义 8 。 不 分 明 单位 区 间 [ 0,1 ] 0D 是 所 有 单调 威 少 映射 \， 慷 一 的 集合 。 对 于 4， 


2AC1)=1 šo, N 
AGD =o: e ao, 

在 给 出 了 à. RALEWM RSL, dS 0007 

和 A(t-)=M(t-) E134 
Af+ ) =M (a+.) 3 BtER; ji 


其 中 Ae Suphi (S), 8. . 
我 们 像 由 子 基 CL, R, PER) 生成 的 拓扑 一样 来 定义 0。 DU) EBVEA RAN 其 中 
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La C,DGJ)-L 
和 Ra COo,DGO-L 
由 下 式 定义 ， 
LAD 2447), 
R(G)2 AQ). 
不 分 明 拓扑 { R,1+E R} 称 为 右 拓扑 。 
我 们 能 够 在 [0,1]( 世 ) 上 建立 一 个 一 致 结构 如 下 ， 
XLI. Bu L'—-L'BrF3UEX: 
B.U) = RR,, 其 中 t 是 s€ RR 使 得 ULs’ 的 最 大 的 S 
= N {R-.IUSL.’} v 
命题 12。( 1)B, 满 足 (A4,) 和 (4, ) 。 
(GO B." 2 {L UGR he 
(3) B.oB. C B. (特别 地 B,oB, 三 B:，) 
证 明 : C) 因为 ZER,-,，(A, ) 是 满足 
CAO 也 是 满足 ， 因 为 ， 


U.C L^» VP ”Un ER -， 
FV 7 UUEURu-b 
2V5»6 UU,CR.,, - b 
2 V8>o UU,CR.,, -8 
> UUEL’,,, 
>B, CU ) GRas, -e 
= UB, (Ua )。 


另 一 方面 的 包含 关系 是 显然 的 ， 
(2)B, CU) 2 {VIB C^ ) CU? ) 
=N IB. LGU} 
=N ALIR, -EU } 
=N {LIUcR,’} 
= 工 ,+， 其 中 是 使 得 UER, 的 最 小 的 S。 
(3 ) B. (BU) ) = B. CR ) 其 中 是 使 得 U 写 Ls’ 的 最 大 的 S。 


推论 13。 集 { B, |e>o } 是 关于 生成 右 拓 扑 的 拟 一 致 性 的 基 。 


证 明 。 在 由 { B。 } 生成 的 拓 扩 内 的 每 个 开 集 在 普通 右 拓扑 内 是 x 的 ， 因 为 它 是 形 如 
B. CU ) (= R, 对 某 些 (7 的 集合 的 并 。， 


Rz, RHB. (L) = RR 和 UL a= Ro MARERA B. 上 生成 的 拓扑 内 。 


推论 14。 集 { 有 B,，B,:|s>0 } 是 关于 0。 1 《Z) 上 一 致 性 的 子 基 。 由 一 致 性 生成 的 
拓扑 是 普通 的 不 分 明 拓扑 。 USE 
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这 个 一 致 性 称 为 在 人 0.13 (L) 上 对 于 普通 不 分 明 拓扑 的 普通 一 致 性 。 

我 们 现在 就 可 以 描述 一 致 性 如 下 ， 

XH. (X.D) 是 一 致 空间 瑟 DE 名。 假定 DC(U ) SV， Wit t GE NUR 
Nf iX 00.12 0D, 使 得 


UGOSf G0 C1- ) Sf G0 C0* ) SV GO 当 xEX。 
证 明 构造 不 分 明 集 { 4,|rE 尺 } 使 得 
(1)4.=X 当 r<0 
(24,29 当 r>>1 
(3)Ao=V 
(4) A1=U 
并 且 一 致 性 的 对 称 元 素 iD. |e>o } 使 得 
D. (4.)E4-e 当 rER。 


因为 D, 是 对 称 的 ， 我 们 有 : 
D.CA/0€A dj, 
由 fw)(r)= AC 定义 fe XX 一 (0.1) (L)。 显 然 f 是 可 定义 的 而 且 满 足 
UGOEf 1 -)€f GO 4 )V (x) 当 #EX。 
所 以 我 们 仅 要 求证 明 f 是 一 致 速 续 的 。 显 然 
FCR = Y As R^ CL!) = NAs 
因此 
D. FLOED. (Aa) “ 对 任何 8> 0 
Ed, 
SU à 


€f Goa). 
tò = pe, 有 D, 刁 1-!1(B,,)。 显 然 D, 刁 1-!1(B,,~!) 因 此 f 是 一 致 连续 的 。 
推论 16。 设 ( X, 6) 是 一 致 空间 ，U 是 在 由 U 生成 的 不 分 明 拓 扑 中 的 一 个 开 集 ， 则 存 
在 一 个 集 族 (OW. Y ， 使 得 UW =U 和 连续 函数 f， X> (0.1) (ERE 
W(x)Efi x) C1- Sfx) (0+ ) SUGO. .MAEXe 
证 明 因为 U 是 开 的 ， 则 U=U (WIDOV)CU }。 应 用 前 面 定理 。 
CHE) 对 每 一 开 集 U 存在 一 个 集 族 (OW. } 和 连续 函数 的 条 件 ( 如 上 面 定义 中 ) ， 等 价 
于 拓扑 情况 的 完全 正则 性 ( 因为 {W 上 也 可 以 全 部 单一 的 包含 在 U 内 ) 。 
我 们 利用 这 个 作为 不 分 明 拓 扑 空间 完全 正则 性 的 定义 。 
现在 证 明 推论 16 的 逆 命 题 是 正确 的 。 
AT. BEX. cO 是 完全 正则 不 分 明 拓扑 空间 ， 则 ( 六 ,+ ) 是 一 致 的 。 
ER: REALS), fB- X C012 L) 是 连续 的 且 > 0 } 构成 一 至 
性 多 的 一 个 子 基 ， 因 为 ; 
CLDF- CB. Dof BD EfB. aa) 
(22/2 CB.71) af- 
由 一 致 性 诱导 的 拓扑 ， 因 为 


Nr 


《1 ) 任何 连续 函数 X> Co.12 OO dE CX. ) 内 是 一 一 致 连续 的 ， 因而 由 多 生成 的 拓 
扑 内 连续 ， 因 而 由 多 诱 导 的 拓扑 是 比 + 粗 的 。 
(2) 但 是 ， 假 定 U 是 在 + 内 是 开 的 ， 可 以 找到 {W} AUW UM Xm C9. 12 
( 工 ) 使 得 
Wi cx) Sfi) (1- Sfi (x) CO )<UCx)。 
因此 ,特别 f，-' CB40 (QW. ) EU， 因 而 在 由 多 生成 的 拓 扩 由 WS7,,(U》。 于 
是 U 在 由 多 生成 的 拓扑 内 是 开 的 。 
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不 分 明 所 扑 空间 中 的 正规 性 


Bruce Hutton 


1. 前 Ë 


本 文 将 拓扑 空间 中 的 正规 性 概念 ， 挫 广 到 文 ( 1 ) 中 引进 的 不 分 明 拓扑 空间 。 
正规 性 是 可 纯 由 开 集 和 闭 集 性 质 ( 即 ， 不 提 及 点 ) 的 语 言 加 以 定义 的 几 个 分 离 公理 之 
一 ， 我 们 将 采用 “Urysohn” 式 引 理 来 刻 划 正 规 性 ， 关 在 这 一 过 程 中 构造 出 一 个 不 分 明 拓 
扑 空间 来 ， 就 象 通常 拓扑 空间 中 的 单位 区 间 一 样 ， 它 在 不 分 明 拓扑 空间 中 起 着 重要 作用 。 


2. 一 些 准备 


假设 考虑 集 X*。 若 把 的 子 集 A 和 它 的 特征 函数 * : XX 一 -> { 0, 1 }) ， 视 为 同一 ， 则 可 
考虑 以 4 ( 即 ，xA ) 在 XX 中 的 点 x 处 的 值 ， 作 为 x 案 属 于 4 的 程度 。 当 用 更 一 般 的 格 代 窒 
(0,1) 时 ， 就 得 到 所 谓 不 分 明 集 ， 更 精确 地 ， 设 ( 工 , < ) 是 具有 洲 序 对 合 ′ 的 完全 分 配 
格 ， 则 儿 上 的 一 不 分 明 集 是 一 个 映射 4: XL, RIS { 0, 1 } 更 为 一 般 的 格 ,就 容许 
了 集合 的 未 属 关系 P 有 比 “ 是 一 个 元 素 ” 和 “不 是 一 个 元 素 ” 更 多 的 隶属 程度 。 工 作为 具 有 
概率 空间 结构 集 的 子 集 族 ， 也 许 是 最 重要 的 一 例 。 

统 贯 本 文 ， 我 们 将 考虑 一 个 任意 而 确定 的 上 述 关 再 的 格 ( 志 , 窒 ,”) 。 现 在 定义 不 分 明 
集 的 并 、 交 和 补 如 下 ， 

CU 4) G0 - VA GO. x€X 
QAD GO 8 AA OD, x€X. 
A COSA, EX. 

我 们 定义 不 分 明 拓扑 空间 为 一 个 偶 ( X,r ) , EXER, OEL—RKRAIAUSNUR, C 
关于 集 的 任意 并 和 有 限 交 是 闭合 的 。 当 一 个 集 在 + 中 ， 就 遇 做 开 集 ， 而 当 它 的 补 集 在 + 中 , 就 
MRR CX, TD MY, T) 是 不 分 明 拓 扑 空 间 ， 若 映射 f * X-*Y， 对 r; 的 每 个 开 
集 U， 太 :(U)Eri， 这 里 . 

FUU CE) HEX, 
则 /叫做 连续 的 。 不 分 明 集 的 内 部 和 闭 包 的 定义 方法 是 显 见 的 (参见 C 1 ] ) 。 


3. 正规 性 和 不 分 明 单 位 区 间 


定义 1 .不 分 明 拓 扑 空间 是 正规 的 ，. 涯 对 每 一 闭 集 天 和 每 一 开 集 US TKCU, THER 
7 合 于 
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Kcy*cYcU. 
由 此 可 知 ， 需 要 证 明 等 价 于 Urysohn 引 理 的 不 分 明 拓 扑 空间 是 下 面 的 
定义 2 。 不 分 明 单位 区 间 CO, 1 ]〈 工 ) 是 全 体 单调 递减 映射 和 的 集 ， 和 :1R- 了 ,满足 ， 
Q) X021 X30, tER, 
(2) 30-1 X121, t€R, 
A: RLA H: RLA HES, 若 对 每 一 ER 有 入 (t-)=p(t-) 且 和 (t+ )= 
p CUR) (这 里 ACH- ) sinfsaAl) = limsttà Cs), 等 )。 

ECO, 12 CL) 上 可 定义 偏 序 A<h， 若 对 每 一 1 € R, 和 (1-)<p(t- ) 且 和 (t+ D 
<p (t+) 。 还 可 以 使 Y € C0, 1) 和 映射 R: R-> 工 同一 起 来 ， 这 里 RD = 1， 当 +<Y， 
而 R(t) = 0 ， 当 + 之 Y ， 从 而 把 通常 单位 区 间 媒 入 不 分 明 单 位 区 间 。 

WIL, Ri 1+ER } 作 子 基 ， 这 里 规定 工 , ())= 和 (t- 2, RO) 和 (t+ )， 我 
们 就 定义 了 [0，1 】(L) 上 的 不 分 明 拓扑 ， 它 叫做 C 0，1 ] (D). 上 的 正常 拓扑 ， 而 { 工 , 上 t 
ER) RR, |t ER) 分 别 叫做 左 侧 拓 扑 和 右 侧 拓 扑 。 

注意 ， 这 些 真是 拓扑 ， 而 且 对 工 = (0, 1), C0, 12 0) 及 其 拓扑 归 化 为 0，1 及 
其 通常 拓扑 。 

定理 1 《〈Urysohn 引 悍 ) 。 不 分 明 拓 扑 空间 ( 半 ，+ ) 是 正规 的 ， 当 上 且 仅 当 ， 对 每 一 
闭 集 和 每 一 开 集 以 合 于 天 三 以 ， 存 在 连续 函数 1:X- C0, 1200, & Y. 4 EX 

K(Cx)<f(x)(1-D)<f(x)(0+)<UCx)。 
证 。( 和 4 ) 由 
K(x)<fx)(1-)<f(x)(0+)S<U(x)， 对 任何 FE(0，1) 有 
KGx)sf CAE HISIA )«UCO, 

Wf GDOGO S FO0XQ BEC (GO SfO)0C 3). BEÉGRIRID, MAS 

CL.ORBIBBI- GRIS SELI) ) 。 因 此 、 
KCf" CROGI  CL'0C€U, 
XGUECX, ) 为 正规 。 

(> ) 反 过 来 , 构造 {V17E (0, 10 EKCV.CUB» <s ESV, CV. A 

参见 ( 3 ] ) 。 定义 f) =V. (x). 显然 
KCx)<f(x)(1-)<f(x)(0+)<UGCx)。 

而 

$ (ROS er = ys 


是 开 的 ， 且 
f LoSsOquonvy, 

是 闭 的 ， 因 此 f 是 连续 的 。 

我 们 注意 到 完全 正规 性 在 不 分 明 拓扑 空间 也 有 自然 的 扩充 。 

定义 3 。 不 分 明 拓扑 空间 是 完全 正规 的 ， 若 对 每 一 半 集 K 和 每 一 开 集 蔬 合 于 KK 三 U， 存 
在 连续 函数 了 : X- [0，1 ] (了 ) 合 于 :对 每 一 * €X 

K(x)=f(x)(L-)SACx)CO+)=UCxz)。 
定理 2 . 不 分 明 拓扑 空间 是 完全 正规 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 是 正规 的 ， 且 每 一 闭 集 是 可 数 个 
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开 集 的 交 。 
这 一 证 明 是 定理 1 的 简单 推论 和 通常 拓扑 证 明 的 推广 。 


4. 不 分 明 单 位 区 间 的 性 质 


现在 来 描述 不 分 明 单位 区 间 的 某 些 性 质 。 特 别 ， 要 指出 在 某 种 格 的 条 件 下 ， 不 分 明 单 位 
区 间 的 不 分 明 拓扑 就 同 通常 单位 区 间 的 拓扑 一 致 。 i 

定理 3 . RCOL, <O 是 具有 正 交 补 的 完全 分 配 格 ， 则 在 0，1 ) 的 通常 拓扑 中 的 开 
集 和 [ 0，1 ] CL) 的 不 分 明 拓扑 中 的 开 集 之 间 ， 存 在 一 个 自然 的 1 一 1 对 应 ， 保 持 着 任意 并 
和 有 限 交 。 

证 ， 

(1) C0, 1) 中 的 每 一 开 集 可 唯一 地 写成 非 空 的 不 相交 的 开 区 间 的 并 U Ca bi) ( 容 
Wa E C0, 12U (7c) fb. € C0, 12U {+0}, ECC oo, DRH CO, b$). 
定义 一 个 从 [ 0，1 的 拓扑 到 CO, 12 ( 工 ) 的 拓扑 的 映射 

DY C2, , 5000) = 天 (CACo+ JAA Cb)”. 
中 显然 是 明确 的 。 

(2206 E 1— 1B. 

RECO, 12 L) 中 代表 rE Co, 12 的 元 素 ， 则 当 r EU, $(U)(R)=1, žy 
$U, & (UD) (QD = 0, IBUXV li&tHEr € CO, 12 属于 UU 或 /之 一 而 不 属于 另 一 ,从 
而 pb (UD) CROXóCVO) CR), 因此 (UD) * &CV D, 

(D 6(UfWW) =U fl CD. 

设 U= Ua b.) BF *UC, di). WI 

UNV = U, CCo, b) Co di) ) 


H&— Ca, b f Co, di) 是 不 相交 的 。 因 此 
CUDNA) IA) 2 V Cacat ) AA Có - WAA Ce,* DAA Xd, 70! 2 


= M CX Ca Ve,* ) AACb,Ad;- 2^2 


=$ (UNOVA) 
BFH Ca, bi) N Cern di) =¢ Wb Ad; Ka: Ve Ehe 
ACaVeot+ )ACb,Ad,- )'=0 
另 一 方面 
Cai, bi) N Co, di) = Ca, Vej, biNd)). 
(OD 6CUU D 7A. (UD. 
首先 在 一 个 正 交 补 的 分 配 格 上 中 , Sa, B, Y CLHa2B2Y, Ati 
CaAB'2 VCBAY ^D) 2aAY', 
这 是 因为 
(CaAB' )V(CBAY') = (aVBYAC(aVY’)ACBVB 7ACBVY 
-aACaVY/) AY’ 
-eAY!, 
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HRU = (2, b), V- Cc, d), BIG (UUV ) = AUU b(V). 当 UNY - ex 
UEV， 这 是 平凡 的 ， 一 般 地 ，a<c<b<d 也 对 。 令 e 合 于 c 之 eb5。 于 是 
COUIUPVY 2 0) = CAAA- JV CÀG $)AXd -2! 2 
2 XGI)AXG)OVCXGAMd-) 2 
2À(G*)AX(d-)* 
ess . =$ CUUV 0), 
而 另 一 不 等 式 是 平凡 的 。 
à HERR RA RUN ERA 


$c à U,)= ù, $U) 
对 开 区 间 U,。 

, 现在 证 明 一 般 情 形 。 设 U ,是 (0，1 ) 中 的 任意 开 集 。 考 虑 UU 中 的 任意 开 区 间 (a,b ) 
isla. c, d)C(a, pb)。 由 [c，d] 的 紧 性 ， 可 以 找到 开 区 间 的 一 个 有 限 子 覆盖 ， 
这 些 开 区 间 中 的 每 一 个 都 包含 在 某 些 U ,中 。 由 对 区 间 的 有 限 并 的 结果 ， 有 中 (c,d ) EUe 
《U')。 设 c 下 收敛 于 a 而 4 上 收敛 于 上 。 完 全 分 配 性 荀 含 Mc+ ) 八 Xd-) Eit% FA 
(GG )AXb-)', 313€ Co, 12(D. Bit 6 Ca, b) CUL), HH o PIE XU G 
《 UU, ) CU (UD. TERIS GLA ERE RUE, 

,《 5 ) 中 是 满 映 。 

SE (C6(a, D la, b€ C0, 12U (eo, -99) ，a<b} 构 成 (0，1)(L) 的 开 集 的 
基底 , Wi (Ca, bola, bE CO, 12U ( oo, 99) , ab ) M Co, 12 的 开 集 的 基 
底 ， 因 此 由 (4){(U) | UJET C0, 12 2E CO, 120 ( 工 ) 的 拓扑 。 

推论 4 。 设 工 是 具有 正 交 补 的 完全 分 配 格 ， 则 任何 纯 由 开 集 和 闭 集 的 术语 表述 的 对 
〔0，1 ) 为 真 的 陈述 ， 对 [0，1 ] CX, 7 

推论 5 。 设 是 具有 正 交 补 的 完全 分 配 格 ， 则 [9，1 ] ( 工 ) 是 完全 正规 的 ， 它 在 ( TO, 
[ 2 ] 和 (4. ) 的 意义 下 是 紧 的 ， THU EEGERBINTS A URBI, 有 U= $ RU = [0,1) 
《 工 )， 且 在 此 意义 下 也 是 连通 的 。 


Em ow 
作者 对 Ivan L, Reilly 博士 的 一 些 建议 ， 并 表示 感谢 。 
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不 分 明 拓 扑 多 重 系统 中 的 最 优 性 


R. H. Warren 


1. 前 F 


Nazzroff 在 新 近 的 一 篇 论文 (2) 中 ,引进 了 不 分 明 多 重 拓扑 系统 的 概念 ， 并 且 试 图 揭示 
了 有 关 该 系统 的 某 些 结论 。 如 局 Halkin C1 3 的 贡献 一 样 ， 他 的 工作 是 向 动态 多 重 系统 最 
优 控制 的 不 分 明 拓 扑 化 方面 做 出 的 最 先 努力 。 本 文 的 目的 是 对 文 [ 2 2 的 主要 结论 进行 一 下 
再 探讨 。 

本 文 一 般 地 沿 照 文 ( 2 2 的 纲目 和 符号 ， 只 偶尔 在 一 些 基本 概念 上 回 到 文 [1，3 )。 为 
了 向 顾 完 整 性 ， 在 第 2 节 中 包括 了 不 分 明 集 和 不 分 明 拓扑 空 间 的 基 广 题材 。 在 第 3 Ah, E 
式 化 地 给 出 了 不 分 明 拓扑 多 重 系统 。 第 4 节 包含 事件 的 可 达 集 和 不 分 明 边 界 的 讨论 。 第 5 节 
给 出 了 不 分 明 最 优 控制 问题 最 优 解 的 定义 和 必要 条 件 的 证 明 。 


2. 一 些 准 备 


' 设 久 是 一 个 集 。 XX 中 的 不 分 明 集 和 4 定义 为 一 个 序 偶 的 集 , 4 COS (OD x€ X), 
XR pn CX ) 表 通过 映射 np，: X9 C0, 13€CO, 12 是 单位 闭 区 间 ) ，x 隶 属于 4 的 程度 。 
定义 2.1 设 4 和 有 是 了 中 分 别 具 有 隶属 函数 上 x ) 和 hs (x 》 的 两 个 不 分 明 集 。 又 ， 
设 4° 是 4 的 补 集 ,符号 V 和 八 分 别 表 在 C0， 1 CFAR. 
于 是 ， 对 所 有 x € X, 
A=B €» m(*)= pD, 
ACB e EDETEN 
AUB &» ju X) sn, CX) Vp CIO, 
ANB €» os x) sn Cx) AusCx), 
AË € aucGO 37 O0, i 
xE4 €» i OGO)o&0, i 
定义 2,2 车 1 是 一 个 沸 标 集 ， 且 若 对 任 一 iEJ，.4; 是 关中 的 一 个 不 分 明 集 ， 则 对 所 
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有 x*EX 
C-UA. €» pla) V CO S00), 
D= NA, €? mlx) =A in, OD. 
显然 ， 空 不 分 明 集 和 基 不 分 明 集 开 的 隶属 函数 分 别 是 (< 9 0 和 hx(x)= 1. uu GO 
€ {0，1 } 对 所 有 x € X, BRA AR AmIBORÉR, 
注意 ， 在 禄 集 族 入 的 子 集 族 之 间 存在 1 : 1 对 应 。 
定义 2,3 设 E 是 一 个 集 。 不 分 明 拓扑 空间 是 一 个 偶 ( 已 ，s ) 这 里 < 是 天 中 不 分 明 集 
族 , 合 于 : 
Ca) b, EE 
(b) A, BEe, MANB Ee 
Cc) A,€e, HAA i€I, WUA Ee. 
eC CR A 9RR. HANH, A Ce, AJEEIRURATBMR, 
定义 2.4 设 4 是 不 分 明 拓扑 空间 ( 巨 ，e ) 中 的 不 分 明 集 。 则 4 的 内 部 ， 表 作 入 ， 是 
含 于 4 中 的 所 有 开 不 分 明 集 的 并 ， 
A-U(G:GCA, HGEe}. 
4 的 闭 包 ， 表 作 玉 ， 是 包含 4 的 所 有 闭 不 分 明 集 的 交 ， 
A5Dt1F:F2A, HF*€c). 
A 的 外 部 ， 表 作 A， 是 含 于 A 中 的 所 有 开 不 分 明 集 的 并 : 


Å=U{G: GCA", EGE:}. 


显然 ， 入 和 人 = (下 ) 都 在 。 中 。 i 

定义 2.5 不 分 明 拓扑 空间 (五 ,es ) 的 一 个 局 部 拖 尾 不 分 明 集 是 一 个 候 (了 ， Y) 
合 于 ， 

(a) 了 是 EE 中 的 不 分 明 集 

(b) 及 是 {eseET} 上 可 递 的 ， 反 对 称 的 ( 即 ，a 3b HoVb» bya ) 且 反 自 反 
BH, eiV eise ei) 二 元 关系 ， 

(0 — Xe€TAGEct T. eEG, Wig ec GnT& T Ve, 

例如 ， 给 定 不 分 明 拓扑 空间 《.,ne ) 的 一 个 不 分 明 集 7 和 7 上 的 一 个 实 值 函数 了 ， 了 在 
任 一 G NT (这 里 GEe ) 上 达 不 到 最 小 值 ， 我 们 规定 e1Ve，,， 当 且 仅 当 finos), T 
ACT, V ) 是 局 部 拖 尾 集 。 


3 . 不 分 明 拓扑 多 重 系 统 


设 E 是 以 事件 为 其 元 案 的 一 个 焦 。, 可 在 上 赋予 时 间 结 构 ， 假 定 E = 六 x R! RER 表 
实 直线 ， 又 假定 有 一 个 忆 到 及 :内 的 叫做 钟 的 射影 映射 ， 表 事件 的 时 间 。 

设 r 表 巨 上 的 二 元 关系 ， 合 于 ,; e; re; 意 为 事件 e* 后 于 事件 e, 。 假 定 r ETA, H 
反 的 ， 反 对 称 的 和 向 前 的 ( 即 ，eire: 且 etre:>esrea 或 esre*)。 若 尺 是 已 上 这 种 二 
元 关系 的 集 ， 则 尽 叫做 策略 集 ， 它 的 元 素 叫做 策略 。 

一 个 不 分 明 拓扑 多 重 系统 [ 2 ，P。481 ] 是 一 个 三 元 组 合 CE, c, R), XHCE, e) 
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是 不 分 明 拓 扑 空间 ， 而 尺 是 策略 集 ， 合 于 :对 所 有 e,，e:E 已 ，4Es，rER， 具 有 esre: 
He€A, 存在 BEe, AF: e2€B 有 BC (e sere' He€ AJ, 

—^AJRABERSÓIQ4—4-ASCE, c, R), AECE, e, RO 是 一 个 不 
分 明 拓扑 多 重 系 统 ， 合 于 : 对 所 有 e1，e:，es EE 且 r,，r:€ RR 具有 eiries 且 esrses， 存 在 
r €R 具 有 eire: 且 ezres。 在 第 4 节 末 ， 我 们 将 就 不 分 明 动态 多 重 系统 作 一 附加 的 假定 。 

考虑 下 面 的 不 分 明 拓扑 多 重 系统 但 不 是 不 分 明 动 态 多 重 系统 的 例子 。 它 违反 〔【 2 ， 命 题 
3.1]。 设 已 是 含 至 少 三 个 元 素 的 集 ， 设 。 = (6, E), Hi&R- (ro n), XHeanri 
er, ermes, Hori, ri 是 自 反 的 。 


4. 可 达 集 和 边界 


从 现在 起 不 加 说 明 讨论 的 是 不 分 明 动 态 多 重 系统 (EE,，e，R ) 。 
dei, esEE, 且 rER 具 有 eire:， 则 集 
t Ceis ei r2) 7 {etere} N Ceserei 
叫做 对 应 于 策略 r 从 事件 e, 到 事件 e: ODE 
#e CE, W 
K(e,)= {e :ere 对 某 些 rER} 
叫做 e, 的 可 达 集 。 若 4 是 EE 中 的 不 分 明 集 ， 则 
K(A)= ALKCo 


叫做 4 的 可 达 集 。 

EX, KGO, KCOmRt ALL e r) RH, Hlc, ect Ceis en r) 
CK(el)。 

命题 4.1 (2, P. 482) 若 e1 EK(e), 则 K(e )CK (e)s 

证 ， 倘若 错 误 的 (< 2 ， 命 题 3 。 1 ) 用 一 适当 的 假定 ， 如 同 我 们 在 定义 不 分 明 动 态 多 重 
系统 时 所 做 的 那样 来 代替 ， 则 C 2 ) 中 的 证 明正 确 。 

命题 4.2 Xe es,E€ 1 Cei) e:r), REGE! Ces, ess r) RAM tles eon 
存在 ， 且 是 t+ Ceis e ro TH. 

证 ， KÉ, ess e€ t Ceis ers r) B erres Meres o BF r 是 向 前 的 ，esre, 或 
e,res, BUE esreo, Hik, SUR t Ces, e rO SET. Tie€ t Ces, ei, 7 )， 则 esre。 
由 于 eres Er 是 可 递 的 ， 得 eire 。 相 仿 地 ，ere:。 因 此 ，eE t (ely ei r)。 

如 同 在 ( 2 ] 中 ， 我 们 将 进行 讨论 不 分 明 集 4 的 不 分 明 边界 94。[ 2 ] 的 明显 欠缺 是 
不 曾 定义 94。 这 促使 了 〔 3 ] 中 仔细 地 研究 了 94 和 它 的 性 质 。 

定义 4.1. 〔 3 ] 设 4 是 不 分 明 拓 ESI CE, eO 中 的 不 分 明 集 。4 的 不 分 明 边 界 ， 
表 作 94， 定义 如 下 ， 若 下 Ac= 直 ， 则 84= 中 ， SW 94- Q {EE 中 闲 不 分 明 集 DD， 


ha(x) = a COS EANA), 
命题 4.3 〔 3 ] 设 4 是 不 分 明 拓扑 空间 CE, cO 中 的 不 分 明 集 ， M 
(Ci)A=AU 9A. 
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(ii) ADANA. 

d. Ci OE CADAT RIA, palt) =pl), EX &A(ATHx EA, Bl 
x &A*, Mit, x&ATHp,GO 7 1 。 由 于 A = CÁC), "260 =1= Kx GO. 

Cii) x CANE, WAÈX 4. 1. 得 Pa GO 7 "2602 ODA PASGO 。 

: 命题 4.4 设 4 是 不 分 明 拓扑 空间 ( 巨 ，: ) 中 的 不 分 明 集 , 若 EX(e) 寺 1 且 Hile)* l, 

则 e€94。 

证 ， 只 需 证 明 e C ANA RBT. HFÄ? = (OC HPS], 得 X803 0, A 
而 ee At. 由 于 =(A)° 且 hX(e) 二 1 得 jx(e) 二 0 ,从 而 c € À. 

下 面 的 例子 表明 ，4.4。 的 逆 命 题 不 真 。 设 E= {el，e:}， 设 hA(e) = 1, paler) 
= 有 ae = (à, E, A). 则 er€ 0ARs1GO 1. 

下 一 步 我 们 将 指出 ， 在 任 一 不 分 明 拓 补 空间 中 ，( 2 ,命题 4。 2 EX dH, 
由 此 ， 命题 4。 2 ] 对 确定 不 分 明 边界 中 的 隶属 是 无 效 的 。 

命题 4.5 设 4 是 不 分 明 拓 扑 空间 (已 ，s ) 中 的 不 分 明 集 ， 又 设 ee 互 ， 则 hA(e) 1 
或 hi(e) 寺 1。 


A. 若 ?(e)= 1, 则 pa(e)=1 且 prcle)= 0。 因 此, phle)= 0. 
下 面 的 例子 表明 ，(〔 2 ,命题 4 。 3 EX, RE Ces e es}, R= {r} ,这 里 
eire: 且 r 是 自 反 的 ， 又 设 。 = (6, E, U, V, W, X, A}, XE 


Lea es es 
m| o o + 

uv 1 d 0 Ya 

u| 1 -+ + 

m| 95 + : 
nll o 0 


NCE, c, RO 是 不 分 明 动态 多 车 系统 且 e1€ t leiser, r), Bei IKA). 

,为 了 克服 这 种 不 具有 〔 2 ， 命 题 4。 3 ). 的 有 利 结果 的 困难 ;我 们 要 限制 所 需 考察 系统 
的 类 型 ， 要 求 每 一 不 分 明 动态 多 重 系统 适 合 下 面 的 假定 ， 若 4 是 玉 中 的 不 分 明 集 ,具有 eE 
A, ere: Bes € AK(A), 则 t Cei, es, DEIKA. | 
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5. 不 分 明 最 优 控制 问题 


AURA ZI S IRAE CE, e, RO 的 不 分 明 控制 问题 ， 是 一 个 五 元 组 合 ( 忆 ，s，R， 
S, 了) ,这 里 3 和 了 是 EE 中 的 不 分 明 集 。T 叫 做 目标 ， 且 车。 ET， 则 .e 叫 像 目 标点。 例如， 
考虑 操纵 一 架 攻 击 机 对 抗 一 架 闪避 飞行 着 的 被 追逐 的 飞机 ， 而 要 找到 导弹 发 射 的 位 置 。 追 击 
有 目标 当时 位 置 和 稍 后 时 间 估 计 位 置 的 包 络 是 一 个 不 分 明 集 ， 从 而 是 了 的 4 选 者 。. 

不 分 明 控 制 问 题 ( 玉 ，e，R，S ,了 ) 的 确 是 一 个 三 元 组 合 Ce@1,e:，r 合 于 e1€5， 
e€T, rER Herer ` 

对 不 分 明 控制 问题 (已 ，e，R，S，7 ) 的 不 分 明 最 优 控制 问题 ， 是 一 个 五 元 组 合 〈 EE， 
t, R, S, (T, V)), X8 CT, V )R CE, e) 的 一 个 局 部 拖 尾 不 分 明 集 。 

对 不 分 明 最 优 控制 问题 (已 ，。，R，S，(T， 太 ) ) 的 一 个 最 优 解 ， 是 不 分 明 控制 问题 
CE, e, R, S, T) füfk Cei, ei r2) 台 于 ， 没 有 同样 不 分 明 控制 问题 的 解 E, é T) 
具有 ssVe;。 

# (lei; ers r) Abra MARKAM — -个 最 优 解 ， Miki ies e en DL 
对 该 不 分 明 最 优 控制 问题 的 一 个 最 优 轨 道 。 

Ék, RMH, AYER: 有 一 最 优 解 ， 则 对 ex 的 所 有 其 它 解 也 是 最 优 的 。 

命题 5.1 ËC e er rRNR AAR RREME, e R, S, (T, V) 


一 个 最 优 解 ，es ES, PER, Hesfei, W Ces, eu, P)ÆHCE, e, R, S, (T, V)) 
的 一 个 最 优 解 。 


证 ,显然 ，( es，e:，? ) 是 对 不 分 天 控制 问题 ( ，e，R，S， 人 ) 的 一 个 解 。 假 设 


Ces, e», PORRURIUR, FEHCE, èr, PRAV er RIDE Ces e r) 
不 是 一 个 最 优 解 。 

其 次 ， 我们 指出 ， 一 个 最 优 轨道 的 某 些 子 集 是 最 优 轨道 。 

命题 5.2 tle e:，r) 是 对 不 分 明 最 优 控制 问题 (Ee,-R, S, (T, V)) 
的 一 个 最 优 轨道 , 且 e3ESN t (es, e:，,r), 则 t Ces, e: FAS CES t R, S, 
CT, VY) 的 一 个 最 优 执 道 。 

证 ， 由 于 es€ t (e,，e:，7), 得 esre:。 于 是 据 命 题 5,1，( es，e:，r ) 是 一 个 最 优 
解 。 因 此 ，+ Ces, e:, r) 是 一 个 最 优 轨道 。 

最 后 ， 我 们 指出 ， 最 优 轨道 位 于 5 的 可 达 集 的 不 分 明 边界 中 。 “ : 

命题 5.3 Eler en DER AARRE HAE E, e R, S, (7, VY)) 的 
一 个 最 优 解 ， 则 + Cei e r2 C OKCG). 

证 :根据 第 4 节 末 的 假定 , es C IKS), Mt Cei, e, r) C OKCGSÓ; MER 


dEe; € 9K(S)。 由 构造 法 ， e €KG)CKC), fee IK(S), 则 据 命题 4。 3 


G), e €KG. 由 假定 (了 ， VRE, O 的 局 部 拖 尾 不 分 明 集 , eek GMIT& s, 
&Ve,. HA, e,€EKCS), HAE ES 和 FER 具 有 eliie。 因 此 ，(si，e:，F ) 是 给 定 控 
WARRE, RAEV er AFAFA e. r) 的 最 优 性 。 


*137* 


$ * x MW 
1. H.Halkin, Topological aspects of optimal of dynamical polysyst— 
ems, Contrib, Differential Equations 3 (1964) , 377—385. 
2. G,J,Nazaroíf, Fuzzy topological polysystems, J, Math, Anal, Appl, 41 


. 1973 ) 418—485. 
3, R,H, Warren, Boundary oí a fuzzy set, communicated, ($ JuMath, 
Anal,Appl,54, 309—315 ( 1976) 


( 张 北 炽 译 ) 


始 与 终 不 分 明 拓 扑 与 不 分 明 Tychonoff 定理 
R.LOWEN P 


8 * 


本 文 引入 始 与 终 不 分 明 拓扑 的 概念 。 在 定理 1.4 同 2.4 中 我 们 将 证 明 ， 从 范畴 的 观点 看 ， 
它们 是 推广 扑 拓 的 正确 概念 。 在 定理 1.6 中 ， 我 们 将 证 明 ， 对 于 我 们 的 不 分 明 紧 概念 ， 
Tychonoff 的 乘积 定理 是 正确 的 。 并 且 证 明 ， 对 于 弱 不 分 明 紧 是 不 成 立 的 。 

对 于 没有 定义 和 证 明 的 概念 和 结果 ， 请 读者 参看 ( 10 ] 。 


1. 38 8 A O9b 35 ode 


JBOSRYSIE—ÉIRE, -FARAMIR CF y), M-K EIF, WARN E 


够 定义 
PF'OGoSAFIOAE€Y ). 
容易 看 出 广 '( Y ) 是 使 得 f 为 不 分 明 连 续 的 最 小 不 分 明 拓扑 。 
一 般 地 ， 考 处 不 分 明 拓 扑 空间 族 CF» v ，) ,es 和 对 于 每 一 i € 的 函数 

frrEzF, 
那么 容易 看 出 并 

y feo 
ARRE- f UB AURALIBGEHEIE 2A EAR THU T AE ER CAREI MERKE 
明 拓扑 。 我 们 用 


m 
CU, £O 或 sup fI D 
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来 表示 它 。 

定义 1.1 ”所谓 忆 上 对 于 不 分 明 拓扑 空间 族 ( Fi，Y Doo GEO 

fKr E> (Fy) 

的 始 不 分 明 折 扑 ， 是 在 巨 上 使 得 每 一 函数 广 均 不 分 明 连 续 的 最 小 不 分 明 拓扑 。 由 定义 容易 检 
验 它 类 似 于 普通 拓扑 的 下 面 结果 。 

利用 定义 中 的 记号 ， 设 ( G ,8 ) 是 一 不 分 明 拓扑 空间 而 且 f 是 从 G 到 EE 的 函数 。 那 么 f 
不 分 明 连 续 的 必 充 条 件 是 所 有 的 合成 ji of 是 不 分 明 连 续 的 。 此 外 ， 玉 上 的 始 不 分 明 拓扑 是 
具有 这 个 特性 的 最 小 者 。 显 然 ， 对 于 始 拓扑 成 立 的 特性 对 于 始 不 分 明 拓扑 同样 成 立 。 

这 些 断 言 的 证 明 是 十 分 显然 的 ， 留 给 有 兴趣 的 读者 。 

当 (FYi)ie 是 拓扑 生 成 的 不 分 明 拓扑 空间 族 时 ， 我 们 有 下 面 的 问题 ;ViEJ， 令 
Yi= @(T))( 见 [10] ) ， 这 儿 Tj 是 下 ,上 的 某 一 拓扑 。 

那么 ， 一 方面 我 们 能 考虑 被 如 下 定义 的 


sup; Co(Cg», 
另 一 方面 ， 我 们 又 能 先 考虑 始 拓扑 再 考虑 被 它 生成 的 不 分 明 拓扑 ， 亦 即 
o (sup f GT) 
je 
我 们 可 以 证 明 两 种 方法 给 出 同一 不 分 明 拓扑 。 


设 巨 是 一 集 而 且 ( 厂 ,8 ) 是 某 一 不 分 明 拓扑 空间 。 
预 理 1,1 #f:E>F,d, WA 
aF 2f7! GG» 7iCf^ GOD), 

ERI. fE, £1 OOF, i OER FEE, o Cf G0) Fb 
是 不 分 明 连 续 的 。 这 便 推出 o C/7 GO) DA EODD a Da 
CDD 21C f^ G)) , EAS, JIE, [7 O09 F, 是 不 分 明 连 续 的 ， 于 是 f1E, a 
(8) F, i (38) 是 连续 的 ， 而 且 这 便 推出 1 万 :(38) ) 2f! (1408) ) 。 

预 理 1,2 Bf:E>F, o(7), 852. 

o FTD =f (0(9)). 

证 明 ， 从 预 理 1.1 和 3 = 07), ZER: TD) =f-!1(598) 而 且 于 是 

fT'Co(gpnzsoCf(G)—»'Co(g)) cocf^ (QGDWTiEB-—-84, 
只 须 证 明 对 Vi€o (STO AE u EoD ER 

v=f7 (pp), 

亦 即 一 wkEo( 引 ) 使 得 下 面 的 图 形 是 交换 的 。 


E,f-' T) £ Fst 
hm 
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div€o C/'(G)) 那么 如 果 对 于 vx,y€EfG)- fO) 一 >v(x)=v G0» fü 
3E, EGEIOR— BIT u. y €f C Bx 8x € f^! G0. VGE GORIIECEÉ 
GocGEf^'GofiG-$. 
Erlaa Lyla), HXv€oCf (D), ， 我 们 有 
via, 12 EFT), 
而 且 ， 因 为 x Ef ONV JQ ,11), REH OCE (18,120 , 5v(x,)< 
% 了 矛盾。 于 是 因子 h 存 在 。 
此 外 ,为 了 证 明 对 于 FE o(7Yfigof =f G)- v 成 立 ， 只 须 证 明 下 面 两 件 事 情 ， 
(a) u/fC€) € o(g /f CE) 
(5) VEEw(59/f(E)) 存 在 E Eo 9) 8 
E/fCEy*&. 
4 [U»-F'Bg/F'- 7^, 那么 
Ca) fE, f (GF)8F', 98' 是 一 开 满 射 而 且 于 是 , Vacl, 
u/F'7 (a,11)=fov'(Ja,1])€9', 
T4 u/F'€o(yf'), 
(b) EaI’), &BBUS Sg) = { (x,r)s E(x)>r } 是 在 F'x Iris, w 
T'XU=STXANF' xT)， 这 儿 的 % 表 示 了 上 的 寻常 拓扑 。 于 是 存在 吧 /E 9 x 4 (f 
gG)-g'QncF'x1. 
XUEWi-i(nOor)€ezum 


EPI 


Xx supr 
regx” 


EL’ = {rar ELi rr’ 上 那么 显然 有 


FG sup, r= sup,r MẸ/F' =$. 


egz’ rest 


NTOORZIW E) = YML ET x UNERA ELDE Go» 
ro ESUP «eg, Oro &» dri€ Viri Dr laro) € €*, 8L, BE Cr) 


Ey" 那么 存在 (x,ro。) EL'Hro>r BFL 是 一 开 集 因而 存在 GE 9 和 ae,B。E7T 使 得 
(Gor) ECGoxjaopB[CZ'。 

那么 显然 
(x,r) €G,xE0, AUC *, 

而 且 于 是 区 "是 一 开 集 。 这 证 明 我 们 能 和 开拓 上 1f (EARE Co(T), TUB. 
v=Fof=j-5iDEf- CT) >). 

这 便 证 明了 f-: (ao(T) ) Ho Cf (GOD ) 相等 

581.3 若是 一 集 ; (9 ;) es 是 在 E 上 的 一 族 拓扑 ， 那 么 
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supo(J;)*o(supZ,). 
iei iei 


EA. v. EJ, RKT 0Co supies9 ;0 5. 从 此 显然 推出 supieio( C 
o(upiog )D. TET UEBIBUÉ, $ 
n Coup, )€»vacl, n^ Ga,1 € supZ ;. OD 


为 了 使 计算 容易 一 些 ， 让 我 们 约定 令 中 = 2 VaT) r MU oT 的 所 有 有 限于 集 的 
集 。 那么 (1 ) 等 价 于 命题 对 Va E17 存在 4. 己 中 使 得 
daD Y QS 


SUM vacl4 


»*= sup inf ax 。 
Wis Slr I. 


那么 显然 对 Va E1，v" Esupielo(9i) 而 且 因为 = sup.ci v ,我 们 也 有 hE supjesw(9 1) 
联合 预 理 1.2 和 1.3 便 有 
定理 1.4 设 正 是 一 集 ，( 太 ;9i)ie: 是 一 族 拓扑 空间 ， 而 且 太 :已 -> 亚 ; 是 一 族 函数 ， 那 
么 我 们 有 
sup fi! Co(g ) =al sup fi GI 2s 


证 明 ， 由 预 理 1.2 及 1.3 可 直接 推 得 。 
现在 我 们 来 考察 集 巨 及 其 一 族 不 分 明 拓扑 空间 CF ;, di) e: 和 一 族 函数 
f: E>F, 
于 是 ， 一 方面 我 们 能 够 考虑 由 给 定 拓扑 所 联结 的 始 不 分 明 拓扑 ， 即 
tC sup f>). ' 
mu 
另 一 方面 ,我们 又 能 够 考虑 由 辐 扑 空间 族 ( 下),，! (31)) ie, 所 确定 的 始 拓扑 ， 即 
sup f; 60). 
容易 证 明 ， 这 两 个 拓扑 是 相等 的 。 
定理 1.5 GUUER—LDb (C, 50.0 -FARMER Bf EF, 是 一 
函数 族 ， 那 么 我 们 有 


zi m m 
‘Csupfi (8,)) supf; G(5))., 

Li M p MD 
VIET, fi GG) 2f; (5. 


因而 其 定理 可 类 似 于 定理 1.3 而 证 明 。 

Goguen 在 [6 ] 中 证 明了 任意 个 拟 一 -不 分 明 紧 空间 的 积 不 必 是 拟 一 - 不 分 明 紧 的 〈 见 
[10] ) 。 同 时 ， 他 又 证 明了 对 有 限 积 的 特性 是 成 立 的 。 然 而 ， 对 我 们 定义 的 不 分 明 紧 将 可 以 
证 明 其 Tychonoff 定理 成 立 。 

定义 1.2 BË (E, òD 是 一 族 不 分 明 拓扑 空间 ， 那 么 在 II;e;E, 上 的 不 分 明 先 积 拓 
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一 一 一 一 一 一 一 


扑 ， 被 定义 为 在 各;esE, 上 关于 空间 族 E, 50; 和 函数 族 f Toe E, E 的 始 不 分 明 拓 
jh, 且 对 Vi€J， f ;=pri 是 在 第 i 个 坐标 上 的 投影 。 我 们 用 本 ,es5; 表示 这 个 不 分 明 拓扑 。 
定理 1.6 ”如果 ( 玉 ;，8,) ,es 是 一 族 不 分 明 紧 的 不 分 明 拓扑 空间 ， 那 么 乘积 空间 e 
E, ed) 也 是 不 分 明 紧 的 。 
EA: AL, 定理 4.6 ] 可 知 ， 要 证 该 定理 ， 只 需 证 明 ， 对 于 
6= (pri! G)1j€J, »€5,] 
中 存在 a , E，a > E> 0 使 的 对 于 FrBsE242 均 有 
sup», ia —e 
的 任意 族 B sup.ci3ea. 
设 B 是 如 此 的 一 个 族 ， 那 么 对 VjEJ 令 
B,» (»€5, : pr") €B) 
3043: v (B0 €2'^», RIH {pri O) 1»€ (B0. E21% FREZE GE, 使 得 


sup py,^'G)(z)Xa -€ 
DIT 


sup »(z))«a-e 
(60) 


sup »(z;)< (a -(e/2) - (6/2). 


ep. 
ViJy EIS CEBIT (B, 0€ 2^1) RE, JA CE, d) 的 不 分 明 紧 性 可 以 推出 ， 存 
在 x € E, 使 得 

sup v(x,)&a - (e/2). 


(Up. 

这 个 不 等 式 对 于 每 一 个 JE 7 都 是 成 立 的 ， 而 且 如 果 令 x= (xi RNA 
sup v(x)= sup sup ,, v(x) 

n jei vepnpri! ap) 


= supsup pri'(u)(x) 
jej reĝi 


= sup supp (x) Sa - (/2)a., 
L 


je) 


下 面 的 定理 说 明 ， 弱 不 分 明 紧 ( 见 [10] ) 仅 对 有 限 乘积 是 成 立 的 。 
定理 1.7 BACE, d ) ;-,,-， 是 有 限 个 弱 不 分 明 紧 的 不 分 明 拓扑 空间 ， 那 么 筠 积 
空间 ( I",E,，I1*,8, ) 是 弱 不 分 明 紧 的 。 
证 明 ， 从 ( 10， 定 理 4.7 ] ， 只 需 证 明 ， 在 
6={priiGo)s7=1 =, n, »€5,) 
中 存在 E>> 0 ， 使 得 对 VB。E 2 '" sup,eiy 底 1-《 的 任意 族 B ， 均 有 supveo 1. 
设 B 是 如 此 的 一 个 族 ， 那 么 对 Vi = 1 …1"， 令 
B= (»€5, : py,^! GO EB} 
那么 Y(B,)。E 2 "rs, 我们 有 
dpo) vE) h €2'^, 
HA 32E "E, ge 
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p pu) -e 


su 
ve GD, 


sup »(z;)<1-°€ 


ve tbi) o 


于 是 存在 x E E IE sup,esin (xD 1. 
令 x= (xi…，xs)5 那么 我 们 有 


sup v(x)7 sup sup v(x) 
ven ie 


= up, sup Pri QOO 


= sup sup u(x,)& 1. 
res; 


gc 


下 面 我 们 给 出 一 个 反例 ， 证 明 任 意 个 弱 不 分 明 紧 空间 的 笋 积 不 必 是 弱 不 分 明 紧 的 。 
反例 。VnEN 令 
I.I 
而 且 
ò= {a:a 是 常数 U {C -A/a t ACT). 
那么 显然 ，YnEN，(T。，5,) 是 弱 不 分 明 紧 的 。 
有 8.=<{py (1 7 0/8)x, t ACI, n€EN FU (o :oa 常数 | > 


现在 ， M x€l, 
py! C1 7 Q/$) xy Gn = 1 - G/m # ys。=x 
=0 荐 y, 夺 x， 
于 是 supsen，xerpYa (1 一 (1/m)) xx= 1, WEG ni n&€N, 且 x1,…sxx E13 X 


yi 
senn f: 
* Vou x 
那么 
sup pr,,7 (1-(l/n))xzi(y)= 0 
这 便 证 明 ， 对 于 取 的 。> 0 ， 不 存在 有 限 子 集 ， 使 其 在 ITv7。 的 所 有 点 上 ， 其 上 确 界 能 
够 达到 1 -e。 于 是 ( IIw7,，IIw3.。 ) 不 是 弱 不 分 明 紧 的 。 


2. 终 不 分 明 拓扑 


HERF, FORMIZI CE, d), KA f: EF RIEBE 
Fiv fE 
容易 看 出 /5) 是 使 f 成 为 不 分 明 连 续 的 最 小 的 不 分 明 拓扑 。 
更 一 般 地 ， 考 虑 不 分 明 拓扑 空间 族 〈 已 , ,5; )iey 和 对 每 一 7EJ， 函 数 万 :已 ;一 严 . 容 
易 看 出 交 
fne» 
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REFERIRA f, 均 为 不 分 明 连 续 的 最 小 不 分 明 拓扑 。 
定义 2.1 所 谓 玉 上 对 不 分 明 拓扑 空间 族 ( 天 ,8 )ie 和 不 分 明 函 数 族 
fit (ES)>F 

的 终 不 分 明 拓扑 空间 ， 是 指 对 于 每 一 函数 万 均 不 分 明 连 续 的 最 小 不 分 明 拓扑 。 

象 始 不 分 明 拓扑 的 情况 一 样 ， 我 们 有 以 下 的 结果 。 

设 (G，8 ) 是 一 不 分 明 拓扑 空间 ， 而 且 了 是 从 严 到 G 的 函数 ， 那 么 了 不 分 明 连续 的 必 充 
条 件 是 所 有 的 合成 ff ; 是 不 分 明 连 续 的 。 因 而 屎 上 的 终 不 分 明 拓扑 是 具有 这 个 性 质 的 最 小 
拓扑 。 

终 拓 扑 的 传递 特性 对 于 终 不 分 明 拓 扑 也 是 成 立 的 。 

这 些 断 言 的 证 明 都 是 很 简单 的 。 

类 似 于 始 不 分 明 拓扑 的 问题 一 样 ， 我 们 也 有 下 面 的 问题 。 假 设 记 法 如 定义 中 的 一 样 ， 而 
BFj€J, 45,7o(7 ), 那么 ,一 方面 有 


n FAT» 
je: 
另 一 方面 又 有 
NFT D. 


我 们 能 重新 证 明 这 两 个 不 分 明 拓扑 是 相同 的 。 
预 理 2.1 设 /: 碧 ,8-> 下 那么 我 们 有 


f= fa (8)) 28 (OD. 
证 明 。 可 象 预 理 1,1 一 样 证 明 其 Eé: (OVD 0) 210», 5 外 的 包含 可 
利用 8 而 证 明 ， 亦 即 


GG» c fU (BV) = f uow u) = G0). 
预 理 2.2 BUE CE, o(g)—F, BARNA 
FTD = o QG?»). 
证 明 。 从 预 理 2.1 可 知 对 8 = o (7) 887 


FOT = a(f (9)). 
然而 ，f (wo(9)) 是 生成 拓扑 、 并 且 它 确 为 使 1 : 巨 ，o(9 ) 一 下 ，f(o(8)) 不 分 明 连 续 的 最 


小 不 分 明 拓扑 。 但 是 因为 o (多) 是 生成 拓扑 ，f :EE，@ GIO Ff OTN ERROR A Wi 


续 的 ( 见 [ 10, 命题 3.1] ), FÆ fto(7)7fGGP. 
预 理 2.3 ” 设 EE 是 一 集 且 (%))jes 是 在 EE 上 的 拓扑 族 ， 那 么 
euo QAD. 


WEB; v€ot QUD €» VEFE SEN U H RER v ME. EWU Fj 


EDA: GERI C vE Nea (2 )。 
定理 2.4 GFX. (Ej, Ti) ie XR BIS, Mif FFER ER, 
那么 
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NFAT: D oC fi Gd» 
iei ie: 


EA: 从 预 理 ?2.2 和 2.3 可 得 
对 于 终 不 分 明 拓扑 没有 类 似 于 定理 1.5 关 于 始 不 分 明 拓扑 的 结果 。 容 易 看 到 ， 假 若 (F,， 
Yi)ie! 是 一 不 分 明 拓扑 空间 族 ， 而 且 假 荐 f; : Fi >F ERER, RNE 
iC A, FDEN: Gi». 


下 面 的 反例 说 明 上 式 不 能 再 精确 了 。 
反例 . Ca ) 设 下 是 一 抽象 集 ， 具 有 不 分 明 拓扑 


Xd vivono VxCE Ula coi: e). 


vem vv FxeE Ua so E D. 


382 GO iG) 22* E v Ny Co s a 常数} 而 且 于 是 vlYifY:)= {中 ,EE}。 
亦 即 
iGa NYDE GOD Ga). 
x 


(b), &E-I, F= {p}. MERX- EK f WF: 


fG)-p B Elo 3-1 


fca Ë x€1l, 11. 
置 3= {vs:a,BEI, ap } 这 儿 
vosa(x)=a 假若 Ka 
zx BE a<x<B 
=B 假若 Bax. 
那么 容易 看 出 (O07 { Ja,1]: aE} U (1) 、 而 且 于 是 (8))= (6. (a), Fh. 
一 方面 ， 假若 hk Ef(8)， 那 么 存在 a ,B ，a 三 B 使 得 hj =v BERA F, DU 
对 所 有 的 x,y， 由 f(x) = f(y) 可 推出 Y. ,s(x) =v,,s《y) 时 才 存 在 。 


这 便 推出 v。, ,上 二 ,1[ 同 v.,s1 [50 ,省 -] 两 者 都 是 常数 ， 而 这 只 有 在 v.,s 三 忆 才 可 


能 。 于 是 显然 .== 卫 -。 这 便 意味 着 / ORGET (A= CF, }, 它 比 1((8) ) 
更 小 。 
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不 分 明 拓扑 空间 和 不 分 明 紧 性 
R.LOWEN 


本 文 的 目的 是 较为 深刻 的 研究 不 分 明 拓扑 空间 的 结构 。 为 此 ， 我 们 修改 了 至 今 被 使 用 的 
不 分 明 拓 扑 的 定义 。 我 们 引入 了 两 个 函 子 5 和 工 ， 它 使 我 们 能 够 更 清楚 地 看 出 不 分 明 拓扑 空 
闻 与 拓扑 空间 之 间 的 联系 。 最 后 ， 我 们 对 拓扑 学 中 的 紧 性 概念 进行 了 推广 ， 引 入 了 不 分 明 紧 


*146°. 


的 概念 ， 并 证 明了 一 些 与 现在 已 经 得 到 的 结果 具有 相反 的 结论 。Tychnoff 的 秉 积 定理 被 推 
广 到 不 分 明 紧 的 情况 。 


1. 不 分 明 拓 扑 空间 


设 E 是 一 集 , I 是 单位 区 间 。 

C"L*Chang 在 [ 3 ) 中 定义 集 E 上 的 不 分 明 拓扑 是 一 子 集 5CI15， 使 得 

G) 0,1€5, 

Cii) Vyp, v€8 —» unA»€5, 

Cii) vu );ncb => supe; ED. 
许多 文章 都 是 以 这 个 定义 为 主题 的 。 其 中 最 重要 的 有 [ 3 6, 11—14). 

虽然 采用 Ch ang 的 定义 ， 获 得 了 许多 重要 结果 〈 这 可 以 从 我 们 以 前 发 表 的 文章 [8 与 9 】 
看 出 ) ， 我 们 仍然 要 提出 一 个 变形 而 又 更 为 自然 的 定义 。 这 就 是 将 条件 (i)。 即 ，0，1 
E83 修 改 为 (i)'，Va 常 函数 ，a E83 。 有 许多 理由 可 以 说 明 为 什么 要 选择 后 者 。 

直观 上 很 显然 ， 为 了 理论 的 一 般 化 ， 需 要 作 这 样 的 修改 。 但 从 数学 的 角度 看 ， 还 有 许多 
更 为 重要 的 理由 。 事 实 上 ， 

(O1) 从 2 中 关于 o 的 定义 立刻 看 出 ,每 一 用 拓扑 生成 的 不 分 明 拓扑 总 是 满足 条 件 (iD“。 

《2) 容易 看 出 ， 利 用 Chang 的 定义 ， 不 分 明 拓 扑 之 间 的 常 函 数 不 必 是 连续 的 。 而 采 


用 修改 后 的 定义 ， 在 一 般 情况 下 总 是 正确 的 。 这 自然 是 需要 修改 定义 的 最 重要 之 点 。 

G) ”4 段 中 关于 不 分 明 紧 的 定义 ， 也 提出 需要 修改 定义 的 问题 。 

基于 以 上 原因 ， 我 们 现在 提出 

定义 1.1 8C1r 是 在 集 E 上 的 不 分 明 拓扑 ， 当 且 仅 当 

GO Ya 常 函数 ，aE5， 

Cii) Vu, v €5 => nAv€5,- 

Gii) V Cu, 0 ;e; C5 => supje;p EÒ. 
这 个 不 分 明 拓扑 的 概念 ， 在 后 面 将 到 处 使 用 。Cha ng 定义 的 不 分 明 拓扑 我 们 称 为 拟 不 分 A 
拓扑 。 

8 中 的 不 分 明 集 称 作 开 不 分 明 集 。 不 分 明 集 hE1" 称 做 闭 的 ， 当 且 仅 当 u 是 开 的。 不 分 
明 集 hE15 的 闭 包 和 内 部 分 别 被 定义 为 

p=inf { v: v>p, v*€5), 


p =sup{v:v<u, v€5). 


ADAH, i Een ABUS, 而 上 Rt NORTE 
定义 1.2 ”一 个 算 子 几 :7 是 一 不 分 明 闭 包 算 子 ， 当 且 仅 当 
Ci) 中 (a) = a，Va 常 函数 
Cii) $Cu)>p, VpEl, 
Cii) 由 Ch) Vv) -$C(nuVvD, Vp, v€I* 
Civ) p C90) 73) Vn El. 
不 分 明 内 部 算 子 被 对 偶 地 定义 ， 亦 即 ， 一 个 算 子 中 ， 75->75 是 一 不 分 明 内 部 算 子 ， 当 且 


MIS 


仅 当 

G) 中 (a)=a，Va 常 函数 

Gi) $()<u, VEI, 

(Ciii) $Q0A6 07$ (HAv), vu, v€I* 

Gv) $C6G)) =$ VREE, 

容易 看 出 算 子 一 与 ”分 别 相应 于 不 分 明 闭 包 算 子 和 不 分 明 内 部 算 子 。 于 是 ， 每 一 不 分 明 
拓扑 相连 于 一 不 分 明 闭 包 算 子 〈 对 应 地 ， 不 分 明 内 部 算 子 ) ， 反 过 来 给 定 一 不 分 明 闭 包 算 子 
《 对 应 地 不 分 明 内 部 算 子 ) ， 可 以 用 下 面 的 办 法 联结 一 不 分 明 拓 扑 。 设 中 是 不 分 明 闭 包 算 子 
《对 应 地 ， 0 为 不 分 明 内 部 算 子 ) ， 那 么 相 联 的 不 分 明 拓扑 被 给 定 为 

5D 7 {hc $072), (HE, 86009 fp: Osp). 

容易 看 出 这 个 联系 在 下 述 意义 下 是 自 反 的 ， 与 不 分 明 拓扑 8 的 一 ( 对 应 地 ” ) 相 联 的 不 分 
明 拓 扑 就 是 8 自身 ， 同 时 与 某 闭 包 算 子 ( 对 应 地 ， 不 分 明 内 部 算 子 ) 确定 的 不 分 明 拓扑 的 不 
分 明 闭 包 算 子 ( 对 应 地 ， 不 分 明 内 部 算 子 ) 就 是 出 〈 对 应 地 9 ) 自己 。 

定义 1.3 一 个 子 集 6C5， 是 对 于 5 的 基 , 这 儿 的 6 是 在 集 已 上 的 不 分 明 拓扑 ， 当 且 仅 
当 

V&€5, 3 Cn) CS, 使 = suph 


定义 1,4 一 个 子 集 6'C8 是 对 于 5 的 子 基 ， 当 且 仅 当 6/ 的 成 员 的 有 限 下 界 族 是 对 于 5 的 
基 。“ 


2. & X o 和 上 


给 定 一 个 拓扑 可 用 很 自然 的 办 法 去 联结 一 不 分 明 拓 扑 ， 反 过 来 也 一 样 。 令 8 (已 ) 为 已 上 
所 有 拓扑 的 集 ， 而 才 ( 巨 ) 为 所 有 不 分 明 拓扑 的 集 。 关 于 有 我 们 考虑 拓扑 8, = (1a, eL, 
aeER} U { 中 } 。 由 该 拓扑 所 得 的 了 的 诱导 拓扑 被 表示 为 了, 。 
下 面 我 们 来 定义 两 个 映射 
11 SECE) gg C) :5-() 
这 儿 !(5) 是 在 巨 上 对 于 “函数 族 ? 5 和 拓扑 空间 ,的 始 拓扑 。 
o: F(E) HE): fS o(7) 
XOULo(g)- € CE, IL.) EA CE, F) 881, 的 连续 函数 。 
TOÀ EO (7) 879 —R HART, INZIEJEJA CE, 7 ) 到 单位 区 间 关 于 寻常 拓扑 的 
下 半 连 续 函 数 。 
车 8 EWV(E) 等 于 对 某 个 了 EF(E) 的 o (9)， 我 们 说 8 是 拓扑 生成 的 。 
命题 2.1 
(i) ioo=idzte) 
Gi) 上 同 o 分 别 是 保 序 满 函数 和 保 序 单 函数 ， 
Gii) oo 4(8) 是 包含 5 的 最 小 拓扑 生成 的 不 分 明 拓扑 。 我 们 将 它 表示 为 8， 
Giv) ?是 拓扑 生成 的 ， 当 且 仅 当 8 = 5 。 
ER: 这 是 很 明显 的 。 


* 148 。 


定理 2.2 (E, 5) Gn BO GE, SR DOuxOT4g— E REC SELU., I) 
和 每 一 "E8 也 有 JovE5。 


证 明 ， 必 要 部 分 是 显然 的 。 假 设 LE 5 。 因 为 对 于 1(8) 的 一 个 基 是 被 假定 为 有 限 交 族 


a 
Qv; Cle, 11), v.€5, e€I, 


这 等 价 于 说 对 于 Ve EIJ，Vx Eh-'( ]e，1 10 一 有 限 集 1,. 使 得 
xzen wiClE, 1 cp Ce, 12D. 


‘Elesx 


现在 固定 x 而且 令 k(x) = 那么 Ye<<h， 那 么 存在 3 一 有 限 集 1ex 使 得 
x€ A. Cle, 1])cnu (js 1 2D. 


那么 对 于 VE< 必 和 V,Ere $ 

Hise= Ex Jei, 1 Jovi 
使 有 heE5 而 且 显然 

Hoe(y)=e €» v(y)7*, 

=0 €» vy Ke. 

vec =inf ,er oce, 那么 显然 也 有 

ve(y)=€ &» vy)>e, FETe 

=0 €» 3€le, vye 

于 是 ve*(y )=e 访 p(y)>e 且 Ye<hkx，vex<k。 现 在 容易 看 到 


p= supsup ve*€d, 
EE cix 


3.7 2 9") 连续 


CE, 6) fR CF, Y ) 是 不 分 明 拓扑 空间 而 f 是 从 已 到 下 的 函数 。Chang TEC 3 2 
中 定义 了 为 不 分 明 连 续 ， 当 且 仅 当 
vv€Y, f^'()€5, 
并 证 明 它 等 价 于 
VvEIE， vcEY f^'(v)€b, 
应 该 注意 ， 当 我 们 使 用 不 分 明 拓 扑 空间 的 修改 定义 时 ， 毫 不 影响 这 个 结果 。 事 实 上 ，〔 3 和 
9 ] 关于 这 个 概念 的 所 有 结果 都 仍然 是 正确 的 。 
定义 3.1 我 们 说 函数 
Í:E, 8—3F,Y 
是 连续 的 ， 当 且 仅 当 f : E, 100—995 P, (Cr) RESI. 
命题 3.1 对 于 函数 9 : 玉 ，8 一 > 下 ，Y ， 考 虑 下 面 的 特性 ， 
G) 9 是 不 分 明 连 续 的 
Gi) 9 是 连续 的 
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Gii) gi E, 58—OF, Y RAABSESIS 
Gv) gi E, 5B—ÀF, Y 是 不 分 明 连 续 的 
BAO => GO &»Cii €»). 
证 明 ， 是 明显 的 ， 
现在 让 我 们 将 从 (已 ，8 ) 8ICF, Y ) 的 所 有 连续 函数 的 集 表 示 为 名 。C(E，F )， 从 
CE, 5) S CF, Y ) 的 所 有 不 分 明 连 续 函数 的 集 表 示 为 8。 (E, F), BARMA 
推论 3.2 车 8 是 拓扑 生成 的 ， 那 么 
€cE, F) 2 €. CE, F) 
A: 从 3.1 易 得 ， 
这 个 推论 的 逆 不 正确 ， 其 证 明 如 下 ， 
反例 。 设 已 = 7 而 下 是 任意 的 。 令 8 是 如 上 的 不 分 明 拓扑 ， 具 有 子 基 
{a + a 是 常量 函数 } U { 重 等 函数 }》 
而 且 令 Y 是 在 上 的 离散 不 分 明 拓扑 ， 亦 即 Y IU. 
显然 (Y ) 是 离散 的 ， 而 且 容易 验证 ，! (3) 是 连通 的 。 于 是 我 们 有 
ELE, F) = { 从 E 到 下 的 常 函数 } 
从 命题 3,1 可 以 推出 HUE CE, Fo ce CE, FF ) 而 且 因 为 常 函 数 是 不 分 明 连 
续 的 我 们 有 它 。( 巨 ,已 ) = EE, DRAH D= ,yt，8 不 是 拓扑 生成 的 且 (1，，1，) 
是 一 个 比 5 更 大 的 类 。 
现在 可 以 考虑 不 分 明 拓扑 空间 与 不 分 明 连 续 映射 的 范畴 及 其 拓扑 空间 与 连续 映射 的 范 
畴 。 容 易 看 出 ， 被 定义 在 2 中 的 两 个 函数 @ 和 导出 这 些 范畴 间 的 两 个 协 变 函 子 。 实 际 上 ， 
令 它 表 示 拓 扑 空间 的 范畴 而 图 表示 不 分 明 拓扑 空间 的 范畴 ， 令 
D: EF 
HOCE, £7) 2 CE, oT) DME) = FZX, H 
1:24 


H iCE, 5D - CE, «(500 i (f) 7 FEX. 
此 外 ， 从 推论 3 ，2 可 直接 推出 0( 它 ) 是 多 的 全 子 范畴 。 


4. 不 分 9? X 


Chang ÆC 32 中 对 于 不 分 明 拓扑 空间 给 出 了 一 类 似 于 拓扑 空间 中 紧 的 定义 。 这 个 定 
义 也 被 使 用 在 ( 6 ] 和 [ 2 J, RM, WARDE, H(X, F) 是 紧 空间 时 ,，( 六 ，@ 
(了 ) ) 不 一 定 紧 。 其 不 成 立 的 事实 ， 可 看 下 面 的 反例 。 
B ECX, T) 是 单位 区 间 工 同 寻常 的 拓扑 。 那 么 对 VxET，x 关 0，x 失 1， 令 
vy 是 被 如 下 定义 的 不 分 明 集 
v(x)=1 


vx(y)=0, vs e| o. i [A 1]. 


(1507 


velg s ]m Ls, L7] 上 是 直线 。 


对 于 
x=0 令 v。(y)=-y+1 Vy€l, 
w=1 令 vi(y)=y Vy ET。 
那么 显然 对 VxET，vxEaw(8)， 且 
sup vx=1 
m 
但 任何 有 限 子 族 不 具有 该 性 质 。 


因此 在 这 里 ， 我 们 引入 紧 性 的 另 一 形式 ， 我 们 相信 它 是 较 好 的 一 个 。 

4 CE, ò) 是 一 不 分 明 拓扑 〈 或 拟 不 分 明 拓扑 ) 空间 。 

定义 4 . 1 .一 不 分 明 v E15 是 不 分 明 紧 的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 族 
BC8 (使 得 supu2v ) 


同 所 有 的 。> 0 ， 存 在 有 限 子 族 B .C 8 使 得 


su 2v-t. 
Ed 


利用 不 分 明 紧 不 分 明 集 的 这 个 概念 我 们 有 

定义 4 . 2 不 分 明 拓 扑 《 或 拟 不 分 明 拓扑 ) 空间 ( 玉 ，8 ) 是 不 分 明 紧 的 ， 当 且 仅 当 在 
CE, ò) 中 的 每 一 个 常 不 分 明 集 是 不 分 明 紧 的 。 

在 进一步 讨论 以 前 ， 让 我 们 先 来 比较 一 下 这 个 定义 同 ( 3, 6 或 12 ] 中 的 定义 。 我 们 指 
出 ， 对 于 Chang 的 紧 性 定义 我 们 将 仅 在 拟 不 分 明 拓扑 空间 类 中 称 为 拟 不 分 明 紧 。 事 实 上 , 没 
有 不 分 明 拓扑 空间 能 够 是 拟 不 分 明 紧 的 。 因 此 ， 当 我 们 使 用 拟 不 分 明 紧 的 概念 时 ， 总 是 限制 
在 拟 不 分 明 拓扑 空间 类 中 。 否 则 ， 所 有 的 结果 都 是 显然 的 。 

现在 仅 有 的 关系 是 ， 若 ( 下，8 ) 是 拟 不 分 明 紧 空间 ,那么 常 不 分 明 集 lz 是 不 分 明 紧 的 ， 
这 最 后 的 特性 是 我 们 在 (8 ，9 ) 中 业已 引进 的 概念 。 为 了 将 它 同 定义 4 。 2 区 别 开 来 ， 现 
在 我 们 引进 

定义 4 . 3 。 不 分 明 拓扑 C 或 拟 不 分 明 拓 扑 ) 空间 CE, 50 是 弱 不 分 明 紧 的 ， 当 且 仅 当 
1s 是 不 分 明 紧 的 。 

K, CE, ò) 是 拟 不 分 明 紧 的 ， 那 么 它 是 弱 不 分 明 紧 的 。 

从 现在 起 ， 除 特别 声明 外 ， 所 有 空间 均 是 按照 定义 1 。 1 的 不 分 明 拓扑 空间 。 

定理 4 , 1 。 不 分 明 拓扑 空间 ( 天，@ (7) ) 是 不 分 明 紧 的 ， 当 且 仅 当空 间 E, T ) 是 
紧 的 。 

证 明 ， 设 Bo (9) 使 得 sap 少 之 > 之 0 HER >>. 

Va€EB, $u°sp+e, RH CO,a 2 -I.. 
那么 VE B, LUDE { (xsr) :he(z)>r} 是 在 巨 x 尺 中 的 开 集 且 U es QS) SEX 
I.. 
因为 x1。 是 紧 的 ， 存 在 一 有 限 子 族 B ,一 B 使 得 
Ag (GO 2ExI.ii Hif supe >a -e 
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Rik, ReSCSQRELZEGES. WMA 
supxa=1 
Aes 
XUL x 是 4 之 特征 函数 。 
选取 ee ] 0 ,1 [BLACE oT ) 的 不 分 明 紧 性 可 知 ， 存 在 一 有 限 子 集 多。 己 名 
使 得 


supxA2l-e 
nn 


TAD EBZAMTAŽ. 

从 这 个 证 明 ( RAEC) ) 容易 看 出 ， 假 若 我 们 用 弱 不 分 明 紧 代 替 不 分 明 紧 ， 同 一 结 
果 仍 然 成 立 。 

Chang 在 【 3 ) 中 证 明了 , 若 了 是 从 (号 ,5 SI CF, Y ) 的 满 不 分 明 连 续 函 数 ， 而 且 
CE, ) RURAYBIRES, 302, CF, Y ) 也 是 拟 不 分 明 紧 的 。 对 于 不 分 明 紧 性 上 述 事 实 同 
样 成 立 ， 而 且 我 们 可 证 更 一 般 的 结果 。 

$58 4.2. fi CE,5) 一 》( 下 ,Y ) 是 不 分 明 连 续 的 ， 而且 v 是 不 分 明 紧 不 分 明 
集 ， 那 么 f(v) 是 在 (下 ，Y ) 中 的 不 分 明 紧 集 。 

WEI. it BY 是 使 得 

sup n> fv) 
那么 容易 证 明 ( S U) setie 

sup Fwy 
E25 A ) ses C 5 而 且 v 是 不 分 明 紧 的 ， 这 便 推出 对 于 任意 e> 0 存在 一 有 限 子 族 
Boc B E ， 

sup fw v-e 


现在 立刻 有 
supu > flv)-e 


由 于 假若 f 是 到 上 的 ，F 上 的 每 一 常 不 分 明 集 是 EE 上 具有 同一 值 的 常 不 分 明 集 在 下 的 
象 ， 我 们 便 有 下 面 的 推论 。 

推论 4.3 假若 (EE，8 ) 是 不 分 明 紧 的 , 而 且 f 是 从 (E, 8) 到 (F，Y ) 上 的 连 
续 映 射 ， 那 么 ( 下 ，Y ) 是 不 分 明 紧 的 。 

证 明 。 显 然 

在 建立 另 一 重要 结果 之 前 ， 我 们 来 证 明 一 值得 注意 的 关于 不 分 明 紧 的 等 价 奉 件 。 

命题 4.4 CE, ò) RORAL WC, SHN 5 SET VB C 5 f ya 0 Gup,cj* 2a) 
及 其 VA> 1 存在 一 有 限 子 族 B.C 8 668 

Ap huza 

E ECE, b) 是 满足 定理 条 件 HBCo f S sup.c,n Zo HeD0, 那么 k= 
a/(a-e) 即 是 所 要 的 。 

H (E, d) 是 不 分 明 紧 的 且 B C8 X68 sup.conza FA 1 ,那么 e=a~-a/k 即 
是 所 要 求 的 。 
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对 于 弱 不 分 明 紧 的 类 似 准 则 也 成 立 ， 假 若 我 们 将 每 一 a RUL. 
若 ( EE，8 ) 是 不 分 明 紧 空间 ， 对 于 每 一 闭 不 分 明 集 不 必 是 不 分 明 紧 的 。 在 定理 4 .6 和 
4.7 之 后 我 们 将 给 出 这 个 及 其 另 一 些 现象 的 反例 ， 但 是 首先 我 们 来 证 明 
命题 4.5 假若 (已 ,8 ) 是 拓扑 生成 的 不 分 明 紧 空 间 ( 亦 即 存在 一 紧 拓 扑 多 使 得 8 
= @ (及)， 那 么 每 一 闭 不 分 明 集 是 不 分 明 紧 的 。 
证 明 ， 考 虑 a ，a “€ 0 (9) 而 且 B 二 (9) 使 得 supseah 之 a。 
因为 1 - a €E% (9) 我 们 有 
Ula)= (G, r) sa CX) Cr) 是 在 E x1 中 的 开 集 ， TESI Ca) ERR, 现在 选取 
e>0 而 且 继续 令 
uf=p+e 
显然 U cg (hk5) 二 &%(a)<5， 于 是 存在 一 有 限 子 集 B。CB 使 得 
Ug mco? 


而 且 显然 也 有 supsep。h 之 4 -e 


下 面 的 定理 是 Alexander 的 子 基 引 理 的 不 分 明 形式 。 它 在 研究 不 分 明 紧 空 间 的 乘积 及 
其 一 些 反例 中 是 有 用 的 。 

定理 4.6 《已 ，5 ) 是 不 分 明 紧 的 ， 当 上 且 仅 当 对 于 的 任 一 子 基 56， 任 一 BC6 及 其 使 
得 supues kh 之 a 的 每 一 a >e> 0 ， 存 在 一 有 限 子 集 B.C B ER 


supuza -e, 
IM 


证 明 ， 仅 当 部 分 是 显然 的 ， 令 6 是 对 于 B HAF., BACE, d) 是 不 分 明 紧 的 ， 
当 且 仅 当 对 VBC 8 存在 -~ ae 0 使 得 
VB。E2 'Psupuiea -e 


这 便 推 出 
7 
z 
e-(ipch:ipp.ca (P sup pa -e}. 


显然 名 是 具有 有 限 特征 的 ， 于 是 由 Tukey 引 理 可 以 推出 ， 对 于 每 一 族 B € €THE—B 大 族 
户 E 包含 B。 

MERMER, BA n EBEA 

Yao, YED HUSY A AY. >k, Y. CP. 6B ECRARE— ECHR 


极 大 族 方 包含 B 。 
XB fl6。 显 然 从 定理 的 假设 便 丰 


sup 人 n6 关 ac 。 
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我 们 将 证 明 supp «sup B 16. 
vu€ Bf x CE, dituG)» 0 RVa» 0, a€nGO, Sv, o, v, EOR 
vA Av. Su RI VEDAAC a, 因为 hE 让 和 书 的 极 大 性 便 有 
«eB. 
于 是 Va>0 ,3ve', wula) -oe Bu EP nc. 
现在 固定 x。 那么 Vh EB, k(x) 之 0 和 Vo>0，,a<h(x), 便 存在 vw" € B ERE GO 
>p) -a >y € 


sup CB N6) >p CO > supB 162 supB. iX Gili sup Dàec ABR, 
FECE, D 是 不 分 明 紧 的 。 

一 个 十 分 类 似 的 结果 ， 对 于 弱 不 分 明 紧 空间 也 是 成 立 的 ， 而 且 可 以 证 明 弱 不 分 明 紧 对 于 
任意 乘积 不 再 成 立 ， 然 而 ,在 我 们 即将 发 表 的 文章 中 将 证 明 ,对 于 有 限 个 乘积 都 是 成 立 的 。 

定理 4 .7 。( 已 ,5 ) 是 弱 不 分 紧 的 必 充 条 件 是 ， 对 于 8 的 任 一 子 基 6， 及 其 对 于 Bo 
Csup,co n 1 ) 和 所 有 的 。> 0 均 存 在 一 有 限 子 集 B。 cB 使 得 


sup 之 1 一 e。 
A 


证 明 ， 类 似 于 定理 4 .6 ， 
现在 让 我 们 来 看 反例 。 


Kk m 


SAGE CE, (0) ) RES CE, 50 是 不 分 明 紧 。 其 着 是 不 必 成 立 的 。 为 了 说 明 不 成 
立 ， 令 已 =7 而 且 设 5 是 具有 子 基 

{asa} U(v€I* : (x) =x KO, Vx€EY U (xe ) 的 不 分 明 拓 扑 ， 这 几 
X。 是 在 0 上 的 Dirac 函数 。 

容易 看 出 (下 ，8 ) 是 不 分 明 紧 的 ， 但 (5) 是 离散 的 。 

这 同时 证 明了 不 分 明 紧 不 分 明 拓 扑 空间 的 连续 像 不 必 是 不 分 明 紧 的 。 到 此 为 止 ， 考 察 了 
CE, 5) 不 分 明 紧 而 《 已 , 8 ) 不 是 不 分 明 紧 的 情况 ， 且 

id, CE, 5) —CE,5 D. 

现在 我 们 来 证 明 ， 在 命题 4 。5 之 前 曾经 提 到 的 事实 ， 尽 管 〈 玉 ，8 ) 是 不 分 明 紧 的 ， ME u 
在 巨 中 是 闭 的 ， 但 上 不 必 是 不 分 明 紧 的 。 

令 已 = 了 而 且 令 ? 是 具有 子 基 

(os XOU (Gic: n€N T U Goa) 

的 拓扑 ， 这 里 
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va€N 1.00 2 d-, vxe[o, 371/31] u [H- 1/8. 1] 
20 在 其 他 地 方 ， 


1 
maUD 773. v xí, 


sho Ces 
那么 利用 定理 4 。 6 容易 验证 (已 ，5 ) 是 不 分 明 紧 的 。 可 是 站 是 闭 的 且 
supp, =p 


BNERNEDO, ECARE O) ,ex 的 有 限 子 族 复 盖 Ch-e)V 0。 
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COR XB BD 


不 分 明 向 量 空 间 和 不 分 明 拓 扑 向 量 空间 
A.K.KATSARAS 与 D.B.LIU d 


1. 引 言 


不 分 明 集 的 概念 被 Zadeh 所 引入 11 ] ， 另 一 些 作者 将 不 分 明 集 应 用 到 各 种 不 同 的 数 
学 分 支 中 。 本 文 将 不 分 明 集 的 概念 应 用 到 向 量 空间 和 拓扑 向 量 空间 的 初等 理论 ,我 们 使 用 C11) 
中 的 概念 和 术语 。 对 于 不 分 明 拓扑 空间 、 不 分 明 积 和 商 空 间 ， 我 们 引用 Wong [9 ,10 ] 和 
Chang ( 2 ) 中 的 定义 。 


2 . 不 分 明 集 的 和 与 标量 积 


本 文 始终 用 已 表示 K 上 的 向 量 空间 ， 这 儿 的 KK 是 实 或 复数 系 。 
XX. RA 4:，……,4。 是 马 中 的 不 分 明 集 ， 我 们 定义 4 X Axx 4, 为 E* 中 
的 不 分 明 集 4， 其 隶属 度 函 数 被 给 定 为 ， 


pa CHK ) = min (ga Gu), im ?ha GO } 


Rfi EE, f Cxi, rx) = xi+Xa+…+xay 我 们 定义 45+…+ ALS f OD. 
对 于 标量 入 中 的 不 分 明 集 B ,我 们 定义 MB =g(B), 这 里 g + E-E, g(x) = 入 x。 
预 理 2 .1 (0) 对 于 入 二 0， pal) =p (1/A)x) 对 于 所 有 x*EE。 对 于 和 =0， 

Baa(x)= 0, X30, 
=supp (y) x20 


(b). 对 于 所 有 标量 入 和 所 有 * € ETRAS 
pan(x)2>pa(x), 
命题 2 ,2 ZE, FEK LUN, UH f/ J&AESIFHAMEBR M, BA, XT 
巨 中 所 有 的 不 分 明 集 4，B 和 所 有 的 标量 \， 
(0) f(A+B)=f(4)+ fB) 
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(€) FADEJA). 

EA, (00, 令 M= { f (x) xEE d 而 且 wmE 严 ,我们 希望 证 明 o = 5b， 这 里 o = 
Bran), b7prcosscai G0. BBitw&M, HZ a = 0 ,同时 ,假若 , x，y EF, 
RAX + 4 =w， 那 么 ,*,y 中 至 少 有 一 个 不 在 MM 中， 于 是 mia {pia (x), nia (D) 
= 0 ， 这 便 推出 ,对 于 w&M, 我 人 有 6&6= 0 =o。。 其 次 假设 wEM， 给 定 e>0，, 存在 
ZEE, RA, f Go w,f&uia (270-5, BEREX, y CERE x ey oz, 使 得 

min {pa(x), us (92) 0 - e. 

因为 f(x)+ f(y)=w, 我 人 有 

b>min {pra Cf G0), pem f(y))} 

min {p(x), pa(y)} 27a -e. 
因为 e>>0 是 任意 的 , 便 有 65 之。， 另 一 方面 , 2050, EFE, 2, 具有 
z1+zs=w， 使 得 

b = E<min {pi Gu nio Ga) 

XX e<b( 着 b=0， 那 么 4 =0), 便 有 Z,,Z:eM， 因 此 在 玉 中 存在 x*1,x:， 具 有 flx Zi 和 


flx:) = 2，， 使 得 
b- E€<min { Hx), M.) 


WA f Ox xi) =w, 我 们 可 取 o >b -cliyten0füf£Xit, ANa 之 6b。 
Ca ) 被 证 明 。 

(Gb) w€F, czpicoi(w), dapan QD). 假若 w 专 h,， 那么 c=d= 0。 假设 
wEp, EASO, 


c= wren CL /Aw) = pap CO 


= suppa) 7d, 
其 次 假 度 和 = 0, BE wi 0 。， 那 么 c= 0， 也 有 qd = sup pol) = 0 
Bb, X f(x) 7ude0, x30, HFw=0, RIA: 
em Suphi tw CO 7 sup paly Ys 
d 7 SUP hoa CX) = uou *) 3 sup paly). 
这 便 完成 了 证 明 。 
推论 2.3 入 (A+B)= 和 A+ 和 ^B， 对 于 中 所 有 不 分 明 集 4,B 和 所 有 的 标量 和 。 
我 们 省 去 下 面容 易 署 出 的 预 理 的 证 明 。 
MR 设 4,,…… AnBie, Ba Æ ERORAR, EWA = A, e AL, 
B=B, ++ Bas 
F=Aıt+ A+B, ++ Ba, 那么 F=A+B, 
巨 之 寻常 子 集 4 可 以 考虑 为 隶属 度 函 数 等 于 4 之 特征 函数 的 不 分 明 集 。 按 照 这 个 办 法 我 
们 可 以 考虑 形 如 4 + B 的 和 ， 这 里 4,B 中 的 一 个 (或 两 个 ) 是 EE 之 寻常 子 集 。 对 于 x EE 和 
不 分 明 集 B8 ,我 们 定义 x*+B= {x}+B.。 
4f EE，f.(y)= x+y， 容 易 证 明 下 面 的 预 理 。 
Bü 令 A 是 E 之 寻常 子 集 ， 且 B 是 不 分 明 集 那么 
G) w+B=/f.(B); 
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Gi) n,sG-7usCz- X23) 

Gii) A+B=Uea(*+B). 

命题 2.6 令 4,4,…4. 是 在 E 中 的 不 分 明 集 , 而 和 ，… 和 .是 标量 ， 下 面 的 命题 是 等 价 的 。 

(OD MALt+*+A ACA 

(2) 对 EE 中 的 所 有 x,,…x。， 我 们 有 

Ba CA x, ti *tÀ.x,) > min {pr CX) Balta) Ye 

证 明 ; C102 C2). 

ma Caixi t Maxi) Paaa eui, Cx tm taxa) > min {pi a a1) 
nima au Aaa) ) 2 min (na, GO Gn) 

(222 CLRIDSIEURA S0 对 于 1 = 1,78 8,70, REF Rin, 因为 不 
AWE, SDEDNUFORREHEDI, Oxs x EEROR TFEPRAN y ，…y 。-x 我 们 有 

uy (Aixi +e tex) 2 min (na Gao) nay C Xr Bag, (Y Donna, CU ar) ) 
Vno, C0) 7 suppa y), ROAS 

ua CA, x, tee tArxr > min {pa (x1) t Hagl Xr)» Boa 100, noa, (0) , 
现在 


Ba Aptera nA (Z) = sup min Un a, Gom au Go) 
mitaa tk., 


= sup C min {pa pa, Gr naa Gn, 
how C075 Hoa (0)} 2 
= sup — (min (jj, CO/A,)x ) ay CO/Ax)xx) » Boy, (0) 
mM » Moa (00) 2. 


< sup ua CA, O/A,)x, 8 8A /)0x&) 7 n4G). 


"LOT 
预 理 2 .7 令 A4,B 是 EE 的 不 分 明子 集 ， 那 么 
(1) 4«*0BCA, 
(2) 4+0B = 4 的 充分 必要 条 件 是 ， sup ha(*x)<< sup ks(x) 
证 明 ， (1) n. Cx Oy 2 1,002 min {kh,(x)，ha(x) ) ， 因 此 从 命题 2 。6 可 推 
出 (1) 
(2) fik supu, CX) & sup pa(x)=hoa(0) 那 么 
Harop (2) = sap Cmin (n G0, posly )} 2 
7min(u.G), uos(0) ) =p,(2), 
另 一 方面 ， 假 若 对 某 个 z, h,(z) > sup ua) ^ nos C0 那么 paros CO 7 min (u.CO, 
hoa(0 )} < n, CD. 因此 4*OB 3 A, 


3. 不 分 明子 空间 


定义 。 忆 中 的 不 分 集 严 称 为 不 分 明子 空间 ， 假 若 
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CiDF+FCF 
《ii》AFCF 对 于 每 一 标量 入 
预 理 3.1 令 下 是 在 EE 中 的 不 分 明 集 ， 下 面 的 命题 是 等 价 的 。 
《 1》 下 是 EE 的 子 空间 
《2》 对 于 所 有 的 标量 &8，m 我 们 有 FF +mFCFs 
《3》 对 于 所 有 标量 kym 和 所 有 x,y EE 我 人 有 
ug Ckx tmy ) 2min {pe(x), pr(y)} 
证 明显 然 《1> 2 425. H(2,6) 25 5 35 RES (rt. 
(25? <1). F+F=1F+1FCF 
kF-kF*OFCF, 
命题 3.2 邻 E 同 下 是 K 上 的 向 量 空间 ， 而 且 令 f RJJKESIFISGREERM. T AREIS 不 
分 明子 空间 ， 那 么 1 (4 ) 是 下 的 一 不 分 明子 空间 ， 类 似 地 。 当 妃 是 F 的 不 分 明子 空间 M, 
7 (8 ) 是 已 的 不 分 明子 空间 。 
证 明 ， 对 于 标量 km RDA 
kfCA) e mf CA) f CkA*mA) C f CA) 
这 便 证 明了 f OFRI AFER, fnb 
Wa a) Ckx e my ) 2j Cf (ex my )) eis CR f C) * mf Cy D 
>min {pa f(x), nCf (QU) ) 
= min {pr (x) uic om (y)} 
因此 ， 由 3,1f -1(B) 是 一 不 分 明子 空间 。 
我 们 省 去 下 面容 易 建 立 之 命题 的 证 明 。 
命题 3.3 若 4、B 是 之 不 分 明子 空间 ，k 是 标量 ,那么 4 + BB 同 hA4 是 不 分 明子 空间 。 
命题 3.4 若 { 4,) ,e! 是 EE 之 不 分 明子 空间 族 ， 那 么 4 = 站 4, 是 一 不 分 明 不 空间 。 
rim 
n, mx ky ) 2infu, Cmx t ky ) 
> inf Cmin {pa (x) pa, (y)} 2 
> min {inf pa GO, infu, Cy)) 
rer 1e 
=min {p,(x), p(y) } 
因此 由 3.1 可 推出 结果 。 


4. 凸 、 平 衡 及 其 吸收 不 分 明 集 


定义 ，EE 中 的 不 分 明 集 4 称 为 
《〈a) 凸 的 。 假 若 对 于 所 有 的 RE [5 0,1] 有 

kA* CA-À) AC A 
(6b) 平 衡 的 。 假 若 对 从 <1 的 所 有 标量 上 均 有 R4C 4s 
(GS, 假若 EE = Uo hA. 
我 们 省 去 下 面 两 个 容易 建立 之 命题 的 证 明 。 
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命题 4.1 设 A 是 正中 之 不 分 明 集 ， 下 面 的 断 语 是 等 价 的 。 

《1> 4 是 凸 的 (平衡 的 

(D 对 于 所 有 *,y € 玉 和 所 有 的 hE (0,10 均 有 
ha Ckx £ (Q- 5) x ) Z min (p, GO pay) } (对 所 有 kl <I, pa (CR) 2h42), 

《3》 对 于 每 一 dE (0,1) FRR 

A= (x€E 1 i (2d). 

是 凸 的 〈 平衡 的 ) 。 

命题 4.2 对 于 玉 之 不 分 明 集 4。 下 面 的 命题 是 等 价 的 。 

《1> A 是 吸收 的 。 

《2> 对 于 每 一 xE 已 、supt,o ph,(hx)= 1. 

《3 > 对 于 每 一 4( 0 生 d 和 1 ) FAR 

a= {x€EE, n, GO2d } 

是 吸收 的 。 

命题 4.3 设 E、F 是 天 上 的 向 量 空间 ， 而 且 令 了 + 已 > 下 是 一 线性 映射 ， 假 著 ARE 
中 之 由 (平衡 ) 不 分 明 集 ， 那 么 f( 4) 是 下 中 之 不 分 明 凸 《 平衡 于 ) 不 分 明 集 ， 类 似 地 ， 当 
BEFRO (PR) 不 分 明 集 ， 那 么 了 -5(B) 是 凸 〈 平衡 ) 不 分 明 集 、 

证 明 ， 我 们 只 对 凸 不 分 明 的 情况 给 以 证 明 。 对 于 平衡 不 分 明 集 的 证 明 是 类 似 的 ， 设 hE 
[0,1] 且 4 是 在 已 中 之 不 分 明 集 。 那 么 

kÍCAY (1 -ID f CA) 8 f CRA C1 -ID AZ f CA), 
这 便 证 明 f ( 4) 是 凸 的 ， 其 次 ， 假 设 B 是 已 中 的 不 分 明 集 ， 且 RC 〔 0,1 ] 。 规 定 
Mzhf (3) C1 75/7! (B). 
那么 
Í (OD kf € FB) + O78) f Cf GO) ) CRB* CO] - E) BCB, 

而 且 ， 因 此 Mc f^'(G» 4 

也 容易 证 明 下 面 的 命题 

命题 4.4 Rf :EE-* 政 是 一 线性 映射 ， 而 显 4 是 在 下 中 的 吸收 集 ,那么 1"'(4) 是 在 E 中 
吸收 不 分 明 集 

利用 2。3 可 以 得 到 下 面 的 命题 ， 

命题 4.5 ”假若 4 了 3 是 在 集 已 中 的 凸 〈 平衡 ) 不 分 明 集 ,那么 4 + B 是 在 EE 中 的 凸 (平衡 
不 分 明 集 。 ] 

命题 4.6 若 { 4,} .el 是 在 已 中 的 凸 (平衡 ) 不 分 明 集 ， 那 么 4= D A, 是 在 集中 的 
凸 〈 平衡 ) 不 分 明 集 。 

证 明 , 令 0 三 d<<1 那 么 

{x€EE :p(s) 2d) = Q (€E i, GO2d). 


因为 E 中 寻常 的 凸 ( 平衡 ) PREZEN (平衡 ) ， 从 4.1 可 得 结果 。 

定义 。 令 4 是 在 已 中 的 不 分 明 集 。 4 的 凸 〈 平衡 ) 帝 是 已 中 包含 4 的 所 有 凸 〈 平衡 ) 集 
之 交 。 

由 4.64 之 西 (平衡 ) 这 是 中 包含 4 之 最 小 凸 〈 平衡 ) 不 分 明 集 。 

命题 4.7 令 4 是 在 已 中 之 不 分 明 集 。 WBLAYWEETOTTR UA 
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证 明 ， 容 易 闭 出 不 分 明 集 已 = ESI 和 4 被 包含 在 任 一 包含 4 之 平衡 不 分 明 集 中 ， 因 
为 8 二 4， 只 须 证 明 甩 是 平衡 的 就 行 了 。 令 oE 天 ,|o1 往 1， 而且 x6E 巨 那么 
p(x) = S8B maa GO sup, Beia lax) S sp. uaaCax) 2 plax) 


因此 由 2.6 aBC- B. 
命题 4.8 ” 设 4 是 已 之 不 分 明子 集 ， 那 么 4 之 凸 这 co (4 ) 是 集 
B=U {M A+ +A A: AN>0, 2M,=1} 
证 明 ， 显 然 4CBCeco ( 4)、 当 证 明了 B 是 凸 的 之 后 ， 就 完成 了 证 明 . 为 此 , 我 们 首先 
注意 到 入 (U4,) =A ME 
CU, 49+ UBG U (A+B) 


itr GO.16tx1 


AEQ EC) Sai1. $-1,A420.520, BA 

a( È najra-ol 2, ia) 

,oN A+ +a, A+(1-a)k A++(1-a)ko ACB 
因为 Sa + ža- 一 4)kj =1。 这 便 证 明 aB+ (1-a)BCB。 便 完成 了 证 明 。 


定义 。 一 不 分 明 集 4 是 绝对 四 的 ， 假若 它 既 是 凸 的 又 是 平衡 的 。 巨 中 一 不 分 明 集 已 P 
平衡 党 是 EE 中 包含 3 之 所 有 绝对 是 不 分 明 集 之 交 。 
容易 证 明 下 面 的 命题 
命题 4.9 今 4 是 下 中 之 一 不 分 明 集 。 下 面 的 命题 是 等 价 的 ， 
o» 4 是 绝对 凸 的 
《2> 对 于 所 有 | a|*lb | 1 的 标量 a、b 
aA *b ACA 
«35g. Cox *by 22 min(p,GO, ua CU E XET Br fix, y EE 和 所 有 |al+|b1 
« 1 的 标量 a、b、 
《4》 对 于 每 一 dE 〔 0,1 ) 寻常 集 
Aa (x€E :p(x)Pd} 
是 绝对 凸 的 。 
利用 类 似 于 4.5 中 的 证 明 ， 可 以 得 到 下 面 的 命题 
命题 4.10 ”不 分 明 集 4 之 凸 平衡 亮 是 不 分 明 集 
U CAAMA IAI). 


5， 商 空间 


HUBS 令 下 是 下 中 一 不 分 明子 空间 ， 那 么 ， 
D» pr(x) pr(0) 对 所 有 x#EE 
《2》 寻常 集 
Fo= (x€E 1 P, (x) 9,00). 
REIN. 
MEE (01»0FCF. 于 是 由 2.6 
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ur(0)=pr (0x) 2 n, (x) 
对 所 有 x EE。 
(25 $a, b 是 标量 而 且 令 *,yEF。， 那 么 
H, (ax+by) Z miad uy CO, pr(y)} =p1(0), 
因此 由 (1)ax *by€ Fo. 
EX. 对 于 EE 之子 空间 万 ， 我 们 定义 商 空间 EE/F 是 寻常 的 商 空间 E/F。. 


HFA CE, RI TAURES xIGE/FISTCR. 4 9= qiii. 
命题 5.2 若 4 是 在 巨 中 之 不 分 明 集 ， 那 么 qU (gq(4)) =Fo+ 4。 
ABS $ B= CA). 那么 ,对 于 每 一 2EE, m2) eiie (2) =sup 
u,(x) 7 sup p, C27 y ) = sup i. 2) = jr, salz) 
yeFe zero 


6. 不 分 明 拓扑 向 量 空间 


定义 .不 分 明 拓扑 向 量 空间 是 不 分 明 拓 扑 的 向 量 空间 已 ， 使 得 两 个 映射 
(64 Ex E-E 
Gy xy 
b), Kx E—E 
(Nx) hx 
是 连续 的 ， 当 玉 具 有 寻常 拓扑 而 且 E x E, K x 是 给 定 的 积 不 分 明 拓扑 时 。 
定义 .向量 空间 EE 上 的 不 分 明 拓扑 + 称 为 是 平移 不 变 的 ， 假 若 对 于 所 有 的 xEE 和 AEr 
均 有 x + AET。 
Bum] 若 巨 上 安 有 平移 不 变 拓扑 ， 那 么 每 一 映射 fx， EE, ye x + 上 是 同 胚 。 
设 已 是 一 分 明 拓扑 向 量 空间 而 且 严 是 一 不 分 明子 空间 。 令 g + E-E|F 表示 关于 E/F 
之 商 不 分 明 拓扑 的 商 映射 。 
命题 6.2 车 玉 的 拓扑 是 平移 不 变 的 ， 那 么 9 是 一 开 映射 。 
证 明 ， 设 广 在 已 中 是 开 的 而 且 4 = 9( 玉 )。 为 了 证 明 9-:( 4) 在 E/F 中 是 开 的 ， 只 需 证 
Bla CAXEETPRERS. BT 5.2, 
QUOD FF U (KV). 


xen, 
因此 9-:( 4) 作 为 不 分 明 开 集 的 并 是 开 的 。 

预 理 6.3 RX Yi X Y 是 不 分 明 拓扑 空间 而 且 

8 XY, fat XY,, 
是 开 映 射 。 那么 映射 
fax fai X, x XY, XY, Gap Cf GO, f(y) ) REI. 

证 明 ， 形 如 4 x B 的 集 ，A4 为 ,中 的 开 集 且 B 为 关 : 中 的 开 集 ,组 成 一 ,x 关中 开 集 的 

基 。 因 为 
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(Fax fX AxB)= f íCAYX f 4(OD, 
其 结果 可 见 。 
命题 6.4， 设 已 是 一 平移 不 变 的 不 分 明 拓 扑 空间 。 若 忆 是 一 不 分 明子 空间 ， 那 么 已 / 玉 及 
其 商 不 分 明 拓扑 是 一 不 分 明 拓扑 向 量 空间 。 


p: P 
br ExE- E, (x,y)—x+y, 
br E/FxE/F  EJF, CS, go 8 V. 
下 面 的 图 形 是 交换 的 。 
ExE—-—-———-—E 
Jaxa u 


E/Fx Bip ce EIE 


, 
WwJefE E /Frptü—34R. 35248 V = (qo 0 7 MEE E x E 中 的 开 集 。 因 为 由 
6,2 816,3 X qRJEI, JEABIRV = Cax q) (VV) 是 在 E/F x EE|F 中 的 开 集 . IAE V. 
26, (WV)。 这 便 证 明了 中 ,是 连续 的 。 映射 
bri Kx EJF  EJF, (O4) A8, 
连续 性 的 证 明 是 类 似 的 。 
命题 6.5 设 { 已 ， Vo BEK EZ TAWRIGIAERINTIR E TE. 具有 积 不 分 明 
拓扑 。 那 么 巨 是 一 不 分 明 拓扑 向 量 空 间 
证 明 ， 设 p,: EE RR i 射影 映射 而 且 
ġ:ExE>E, (x,y)>x +y 
is ExE >En, (ny) m +y 


下 面 的 图 形 是 交换 的 。 
ExE__ -hE 
|l» Xp, Ja 
`E, x E mE, 


VIS pix p. 是 连续 的 ， 合 成 io Cp. x p，) 是 连续 的 。 因 为 每 一 p,0 中 是 连续 的 ， 由 
C10, JEFES, 12 可 见 中 是 连续 的 。 类 似 的 ， 我 们 证 明 函 数 

OQ: KXE-E, (hx)»Ax 
是 连续 的 。 这 便 证 得 巨 是 不 分 明 拓扑 向 量 空间 。 
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关于 不 分 明 集 扩张 原理 的 注 


Hung T.Nguyen 


1. H8 言 


L.A.Zadeh 在 [5 ] 中 叙述 的 扩张 原理 ， 对 于 扩张 映射 的 定义 域 或 定义 在 集 U 到 其 不 
分 明子 集 上 的 关系 提供 了 一 个 自然 的 方法 。 它 在 语言 变量 的 计算 [ 5 ] 、 语 言 概 率 的 计算 [ 3， 
5 ] 、 模 糊 数 算术 ( 1,5 ] 等 方面 ， 以 及 更 一 般 地 ， 在 需要 扩张 关系 的 定义 域 的 应 用 方面 是 特 
别 有 用 的 。 而 且 像 [ 1 ) 中 所 表明 的 ， 在 不 分 明 分 析 中 ， 集 一 方法 〈 即 , 利 用 不 分 明 集 的 0 一 
级 集 (a -~ level sets) ) 较 函 数 方法 ( 即 ， 利 用 不 分 明 集 的 素 属 函数 ) 更 简单 。 

在 这 个 注 中 ， 我 们 研究 恒等式 分 解 (5 ] ， 即 不 分 明 集 的 集 一 表示 法 。 并 且 还 证 明 把 
扩张 原理 应 用 到 不 分 明 集 可 视 为 把 该 原理 应 用 到 上 述 集合 的 a -级 集 。 然 而 ， 若 

fi XxY-—Z 

HA, BA BIROCRIY 的 不 分 明子 集 ， 则 一 般 并 无 等 式 


[1 (4,8) Jat Ba n 1) 


其 中 4。、B。 分 别 是 4 和 B 的 a 一 级 集 。 7 (A.B) Jaf (A.B aB. 


我 们 将 给 出 一 个 得 到 等 式 ( 1.1 ) 的 必要 而 且 充分 条件 。 并 将 定义 一 类 不 分 明 数 ， 使 得 
在 这 类 不 分 明 数 中 ， 等 式 ( 1,1 ) 对 所 有 的 连续 函数 皆 成 立 。 


2. 恒等式 的 分 解 


集合 X 的 全 体 不 分 明子 集 族 用 9-~(X) 表 示 。 若 4E gp~(X)，A 的 素 属 函数 用 ,1XX->50,1) 
表示 。 若 4 是 分 明 的 ，4 的 隶属 函 教 记 为 /\。， 
对 a EC0,1]，A 的 一 级 集 由 
A= (x€ Xin (a } 
定义 XABCo-OO, BEX A-B 当 且 仅 当 VxEX，ps(x) 于 hn(x)。 容易 验证 
A-B&»A4.-B. Va€ (0,1) 
不 分 明 集 4 的 支 集 ( support ) S, HI 
= {xip (x)>0} 
XX 显然 S.-UA. 另 一 方面 , 我 们 有 


eero, 


Vx€ X, u,G) 2 supCal, GO 2 (2.1) 


EA 
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于 是 4 可 按 下 述 形式 表示 
A= faa. (2.2) 


这 种 形式 叫 全 等 式 分 解 [5)， 这 里 f sl Ra EC0,1) 的 和 ， aA JERAR, HRA K 
数 是 
o fa ExEA 
l4. 77 lo grga. 
命题 2.1.554'., aE [0,1] ， 是 万 的 一 个 子 集 族 使 得 
A= fan. i 
则 O A.CA4 Va€ {01) 
do Uc UA 
se(0,1) ETTMED 


证 明 ，(i) M EA., MaA. (x) 70, 于 是 
[no nd “(alA’.(x) 2 2a, —»x€4A., 
secos 


Gi, GÜHETGEEXTIBI. WODE, GSPRENEST AMI XIES,, 证 完 


3. 扩张 原 理 


荐 1X 了 ，AEp(X)。 则 经 过 扩张 原理 ， 不 分 明 集 1( 4) 由 
FDE BAYY, uf jy) =sap n GO (3.1) 


xe on) 
定义 。 
“ 注 ， 为 了 把 这 个 原理 应 用 于 模糊 映射 ， 我 们 把 ( 3.1 ) 写 为 下 述 等 价 形式 
bf ai 2 = sup Cu GO A lf a 20 (3.2) 


[1 8 yz-fGD 
这 里 160271 
Lo 3 yf) 


若是 多 值 映 射 ， 即 六 Xp), AEP 则 (3,1) 导出 
Pim(y)= sup mala) E (3,8) 


xett cr) 


其 中 ftiY9.00 
f°(y)= (x€Xi» €f (x)} 
易 见 〈3.3 ) 是 和 
Hry) = sup CHADA leco 020 (3.4) 


—Hi. MT Bx H BEY, RMK 
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f*0) = (x€XSEGO B6) 
P(x) 表示 的 全 体 子 集 族 。 
现在 令 X* 是 f 的 定义 域 ， 即 
X*- (x€Xif GO } 
H Íei9:() OO if (B) = (x€ Xf (EB } 
n f«BCf*B VB 
H fe(B)= Cf*qBn)' 
这 里 右上 角 的 “’” 表 示 余 集 。 于 是 
lew (x)= 1 7 lt a^ GO 
但 lio G0 =1f tw X) 
因此 ， lea (x)= 1- sup lyi (y) 
žes. 


还 要 注意 ， lisi GO 7 sup liio O2 


车/ 是 一 不 分 明 映 射 即 ，f:X 一 -(Y) HAC9.OON8 (3.2) SH ` 


Bi QD sup Cu GO Anf co 002 ! LBSS) 


n Brein =ar w O) C (36) 
定义 [*uY-9.00 
对 于 BCY， 由 (3.5) 及 (3.6) 我 人 有 
Hre (x)= sup CPODAi (0 002 


= sup Cl Anco (22 3 
yek 
= sup pew OD 
ren 
命题 3.1 44€9.OCOCHD Hf:X-Y M 


: 
f= f afit) pop. des Qu AD 


r 
证 明 paly) = sup pala) 


xeric 


= sup C sup, Cal (x)) 2CHIZ,D (3.8) 


zerio’ seco, 


= sup Cal. G0 2 
xeir) 
aeto) 


另 一 方面 ， 令 B= fte 则 
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ha(y)= sup [alfa O22 
«eto, 


= sup (a sup (ls.(x))) 
setot) xerlo 
= sup ( sup [a*la.(x))) 7 a0 
set0,1) zeio’ 
CHO. AXYAE ~(x) 一 一 译 者 
= sup Cla4, G0) = ni i QD. 
xet^! cr) 
*€[051) 证 完 


注 。 由 上 述 可 见 


1C0= feces 人 ar) 


并 且 — Va€ [0,1) 有 AVEA. 
但 一 般 说 来 ， [CAL CF CAD)... 
$8 3.2 4 fiXXxY-—Z, HA€ 9-00, B€9-Y) 
则 {04,8)= f'afat Bo (3.9) 
证 明 ; (D. uf aso (z) = sup — Cpu GO Aus Q2 2 
ILUATTRITEI 
= sup C sup al,,GOA sup als.(y)) (3.10) 
(retia) *60001 a6[0,1) 
" 
GD. 4 T-fiaf(4.,BO — Wi 
uis sup alf inse (2) 
ET 
= sup C sup 1al,, GO Aals C90) 2 (3.11) 
960,1). (x, nero» 
= sup (ale. (x)Aals.(y)) 
et09 1 à 
G,1)6(71 05 
为 证 明 ( 3.10 ) 55 C3.11) 等 价 ， 只 须 证 明 
C sup al4,CX)2A C sup als。(y)) = sup Calae(x)Nals.(y)) (3.12) 
aergsil] aer0y1] seroit) 


为 此 , 4 a= sup al) 
setoyt) 


B= sup, alo. (y) 


aetopi 


# ao 人 pb,= 0 ,比如 a。= 0 , 则 对 所 有 的 a€50,1J 有 al,.(x)=0， 于 是 (3.12) 被 证 
实 。 
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SEE cs 人 B。 之 0 ， 我 们 有 
x€4. aca, 
x€ A. oa, 
因为 若 存在 c /使 得 
a'a,  x€A." 
则 对 所 有 的 aa x€ 4a. Citlia« B 4.24, 9148 ) 于 是 有 与 上 面 矛盾 的 不 等 式 
sup a|,.(x) &a'«a, 
setosti 
若 存 在 a" 使 得 
a^»a,, x€ 4a" 
则 也 有 矛盾 的 不 等 式 sup， arlie (e) 2a, CÈ) 


用 同样 的 方法 ， 我 们 有 
yEB. acp, 
»€B. a»B, 
于 是 对 ac<as 人 B。 有 ali (Aaly) =a, HRAS AB, H alae GO 人 als.(y) 
=0， 因 此 ， 


sup Cala(x)Nals.(y)) =as 人 Po。 证 完 


aÇ (0,51) 
ik. Va€ (0,1) 4 /CA,B.)Z C/GALB)) 。 但 一 般 说 来 f CASBO 二 
CfCA,B)D .. T 
命题 3.3 4 hiXxY-—Z, A€ 9.00. B€9.(O). MER 
Cf(4,B)) .=f CA, Ba) 
[ 注 ], 原 文 是 。 HB. asla GO22,—— ERE 


成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 VzEZ， sup Cha(x) 八 ka《y) 2 被 达到 。 
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证 明 ，(i) 必要 性 令 zEZ 


sup Cu. GOAusCY)3 2f. 
(i ryer* eo 
m Bras» (z) 2te92€ l f (A,B) )t 
>z€Ef (4:,B.) 


即 存在 ZEA, RSCBMBIG,y)-: 
因为 G, DETO, mD 


所 以 m OPEP D Aus C2 
但 sup CuaGOAus C 2) Zu, GO) Aus Cy? 
apret lr) 


于 是 ua CX) Aus GI ) 8 t, 
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(i) 充分 性 ” 据 命题 3.2 及 命题 2.1 我 们 有 
f (4B。)ECf(4,B)]。 VaEr[0,1] 今 令 zeE[f(4,B)]。 W 
Ritaya(z)= sup [ha(xz) 人 ps(y) J 之 a Y nias Ga, 


agrea 0G» 


由 sup 的 定义 存在 ( x,y) Ef (z) 使 得 
au CO Aus Oui ase (2) 9 ZEA, Y €B.. 


于 是 zf, DE AaB.) 
Ë ona (z) =a， 由 假设 ， 存 在 (x,y') €f OER 


pAC(X TIS sup Cu GO Apy) 2 7a, 
Gy,76071 0) 


=> EAs y'€B. 
于 是 z =f(x’,y’) Ef AaB.) 证 完 


4。 关 于 不 分 明 数 的 凸 性 


一 个 不 分 明 数 意 指 实 直线 R 的 一 个 不 分 明子 集 。 区 间 分 析 [ 2 ) 把 有 界 闭 区 间 CR 的 紧 
RORO) 作为 数 的 扩张 来 处 理 。 不 分 明 数 可 视 作 有 界 闭 区 间 的 扩张 。 不 分 明 数 的 定义 似乎 太 
一 般 化 了 [ 见 不 分 明 数 的 较 小 类 第 5 部 分 ) 。 但 是 ,不 分 明 算术 可 通过 扩张 原理 来 定义 。 由 于 
对 于 一 般 不 分 明 数 并 不 满足 关系 式 ( 11 ) 。 所 以 函数 法 是 分 析 的 主要 工具 。 为 说 明 这 一 点 ， 
下 面 我 们 观察 凸 性 的 概念 ， 并 证 明 不 分 明 数 的 一 些 性 质 。 

令 X 是 空间 R'( 或 更 一 般 地 、 实 线性 空间 ) 为 定义 大 的 不 分 明子 集 的 凸 性 。 我 们 以 如 下 
陈述 开始 。X 的 子 集 4 是 凸 的 当 且 仅 当 VaER，4。= {xl (>a } 是 是 的 。 一 

定义 4105). X 的 不 分 明子 集 4 是 凸 的 ， 如 果 它 的 素 属 函 数 hx 是 拟 凸 的 。 

1 。 不 分 明 算 术 中 许多 有 趣 的 结果 包含 于 M.Mizumotoe SK, Tanaka 的 新 近 一 篇 文 
章 [1) 中 。 例 如 ， 不 分 明 数 凸 性 、 代 数 结构 、 序 等 。 

注意 。(i) 不 分 明 凸 性 的 一 个 有 用 特征 是 


(Vx,y €X, VAECO D 


AB «i F 
Leal Axt (123)y OZ GO Aua C) € 


GD 车 4 是 凸 的 ， 它 的 支 集 SA 也 是 凸 的 。 
命题 4.2 下 述 两 条 是 等 价 的 。 
(i 。AE p(X) 是 是 的 ， 
Gi). V,x,X €X, iil An, CAx € (1 一 入)y 2 在 C0,1) 上 是 拟 四 的 。 
证 明 ， 用 中 表示 函数 和 -spAC 和 x+ (1 和)y ) G)9GD 令 A,A” €CO,D, 
AEA BENA" ) 对 x,y EX, 令 
£-Mxe-A3Dy. 
$2Xx*-3)y. 
则 存在 aEC0,1), 使 得 和 =aX’+(1-a))"。 且 
name 7 


t XY nA GO Ans OD. 
a x * (17 oy = Cah & (12 9)À 2 x Ca(1 2M) & (10-a)(12 3) 2 y 
= (aM & 1-37 x+ C17 (0 * (020)1) 2 y 
= 和 x+ (1 一 和 )y 生 =2 
注 ， 原文 为 ，Xx+ (1- /A)y。 


据 h, 的 执 四 性 有 
ua (DuA GO) 
m $0)260.0 A807) 


Gi) =G) 4x,»€X, zz Ax c (07 3)y, AELO.1) 
$O =p) $M =pl) 
因为 OSAKI, HoE C01) EHRMANN W 
pa CÀx t (O73) 2 Zu GO Apay) 证 完 
定义 4.3 X 的 不 分 明子 集 4 是 强 凸 的 ， 如 果 4 是 凸 的 且 它 的 隶属 函数 是 伪 凹 的 。 
注 G) HUE f: XRH), WE 
V x,»€X 使 得 f(x)f(y) 
V o zsÀxt(ü-ÀX)y MECO.1) 
有 fGY)»f G)AfG) 
《ii)。 凸 性 的 这 个 概念 对 不 分 明 数 学 的 程序 设计 是 有 用 的 。 注 意 ， pmax 的 局 部 最 大 
值 不 必 是 总 的 最 大 值 ， 而 对 于 伪 思 函数 来 讲 ， 局 部 最 大 值 也 是 总 的 最 大 值 。 
命题 4.4 大 的 凸 不 分 明子 集 4 是 强 凸 的 ,如 果 它 的 隶属 函数 上 在 { khA< 1} 上 是 内 射 。 


DITE IN DI 有 
V x,y€X, VAMECO.1) zzÀxt(ü-3)y 
palz) >pa GO Anay) (4°1) 


我 们 必须 验证 ， 对 于 使 得 ka(x) 夺 ay) 的 《x,y ) 及 和 EC0,1)，(4。1) 中 的 严格 不 等 式 成 
立 。 考 虑 两 种 情况 : 

G) pa(x)=1, H n4 GO. 

(a) € u4G) 71, =>pa(2)>p (x) Apy) 

O) Ë pal, [EST ual) uay), Mina (2) 满足 
(1) HW. 

hA(z)ZhAw(x) 人 ha(y)=NACy)。 

于 是 naG)2nuAGOD. 

Gi) x,» € i4 «1D. 

(2) 若 2€ (i, 211 9 na GO D GO Ana GOD 

b) S zE} WAC). 


Bapa) Apa) 
{ha(2) pa (x) 
而 zxy => 
uA(2) AY) 
因此 ， naG)2uaGO Aua CI) 证 完 


ik. NDS «EGER DI EERSACREIEUES, dS RAN, MAE f GO Sf OD 
的 x,y 和 入 E (0,1) 我 们 有 。 
f CAx+ 1-3) 2E GOAf GO. 
但 对 使 1(x) = f O08 Cx, y ) ， 可 能 发 生 
f Ox -3)y) Xf GOAf OD. 
R* 的 不 分 明 凸 集 具 有 普通 凸 集 的 大 部 分 代数 性 质 。 下 述 命题 是 和 到 不 分 明 集 的 扩张 。 
命题 65 若 4.BE9-(R*) 是 凸 的 则 4+ 呈 也 是 凸 的 。 
证 明 ， 注 意 ，4+ 有 是 经 由 扩张 原理 定义 的 R "的 不 分 明子 集 - 
As(z) = zip, Cua GO AusCY) 2 
G). dd lx, y Spa GO Ana OD, &G',», (G7, y ) eR XR" HAE COD. 
xs2Àx!*(1- À)x*, 
yEy! + AAY”. 4 
我 们 有 $ G,322: Cia Go) Ana G00 JA C paly Au OH) ] 于 是 中 在 R* x R* E. 
是 拟 凹 的 。 
(ii)。 令 z/,z' ER", À€ C0,1) ,z- Az € (17302 令 t>0， 并 假定 存在 (x1,y1) 
(RAFE) 使 得 xi yim z/ H 
d(x1,91)> Nu: $G,y)-* Us C22) 


xere’ 


还 存在 ( xy: ) 使 得 ， 
xit yioz£5, E Cn, yi 2 sup $Cx,y) -e . C413) 


xerunt 


Hboz-M(-XAm z Alty) +A +y) ERY 
其 中 x = 和 xi+(L-N)xa， 

JAn +A- 
Woww, RNE 


GSP, $653) 2.6 G0, DIDA). Bt, BIGLD GS 有 


yy 
sup 6(x,»)2 [sup &(Gx,y) 7*2 AC sup $,y)-7t2 
anm Or Our, N 

aere aeren: e xy 


>( sup $lx,y)A sup 中 (xiy)] -* 
Oy ann 


x+ av xerere 


并 且 这 个 不 等 式 对 所 有 的 。 D 0 都 成 立 。 于 是 
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haralz) 2na a GO Aus GI. 证 完 

注 。 不 分 明 凸 集 4 称 为 在 它 的 支 集 上 是 强 凸 的 ， 如 果 p4 在 ss 上 的 局 限 是 伪 思 的 ， 于 是 作 

为 命题 4.5 的 结果 ， 不 分 明 凸 集 在 其 支 集 上 是 强 凸 的 ，h 在 ss - {hs = 1} 上 是 内 射 ，R* 的 有 
界 凸 集 在 其 支 集 上 不 是 强 凸 的 。 


5. 一 类 不 分 明 数 


令 AEPAR) ,4 的 支 集 用 sx 表示 ,4 的 隶属 函数 hs 的 拓扑 支 集 是 SA = Gn GO 0), 
即 S^ 的 闭 包 。 
人 人生 
2-( 尺 ) 


AED 
AEP- (R,S,K) e» [ER cos c) 
US ,是 紧 的 


这 一 类 包含 了 所 有 单 点 集 ( Sing letons ) 以 及 有 界 闭 区 间 。 
命题 51 # f:RxR->R 是 连续 的 M VABEP-(R,9, K) A 
Cf CA,B) D a= f (Aa Ba) a€(0,12 
证 明 ， 由 于 命题 3.3， 只 须 证 明 
Vz€R sup Cia GOAusGQ0 2 
G,€f'G 


被 达到 。 
^ $G,»)7n.GO AusCY), W ó(x,5)20 HoE us ch, FE 
sup 中 (xyy) = sup $G,») 
one o) DTTUPLDERI 


ICE TES x 5， 的 外 部 中 =0 
而 ,x SEIS, 8 /的 连续 性 三 "(z) 是 闭 的 ， 因 此 ，f-:(z) 站 (5 xSn) 是 紧 的 。 
FE, 中 ( 它 是 us、c 的 ) 在 紧 致 集 。 
FODA, xE VER 
上 取 到 了 它 的 最 大 值 。 证 完 。 
注 。 应 当 注意 [ 1 ] 中 出 现 的 下 列 等 式 ( 对 A,BE ~(R) ) 
(A+B).=A.+B.. 
(AxB).=A.xB,., 
仅 在 前 面 注 出 的 附加 假设 下 才 是 成 立 的 。 
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不 分 明 拓 扑 空间 中 不 同 的 紧 性 概念 之 比较 


R.Lowen 
绪 言 


本 文 研究 至 今 所 引入 的 不 同 的 紧 性 概念 类 。 我 们 仅 限于 文 (4 ) 中 定义 的 不 分 明 拓扑 空 
间 。 第 一 部 分 给 出 一 些 可 能 的 特性 。 对 于 一 个 好 的 模糊 紧 性 的 定义 ， 我 们 要 求 在 拓扑 空间 的 
特殊 情况 下 ， 它 应 于 通常 的 紧 性 概念 相 一 致 。 

第 二 部 分 说 明 哪 一 种 紧 性 概念 是 良 扩张 , 哪 一 种 紧 性 概念 不 是 良 扩张 。 此 外 ,我 们 希望 拓 
扑 空间 中 紧 性 的 基本 性 质 ， 即 乘积 上 的 Tychonofí 定理 在 更 一 般 的 不 分 明 拓扑 空间 的 安 
置 中 也 能 满足 。 

第 三 部 分 我 们 将 看 一 看 对 哪些 概念 有 乘积 定理 。 

本 文 译 自 J. Math, Anal, Appl, 64(1978) 446—454 

第 四 部 分 研究 不 同 概念 之 间 存在 的 联系 。 第 五 部 分 给 出 一 些 结论 性 注释 。 


1。 定 义 和 初 步 结果 


下 面 列举 的 各 个 概念 在 以 前 的 文章 中 已 经 定义 。 而 概念 (1V ) MOV ) 是 我 们 新 加 的 。 

— (X5 ) 是 文 [4 ] 中 定义 的 不 分 明 拓扑 空间 

一 一 按 文 ( 2 ] ， 不 分 明子 集 族 BCI*mMa 一 ( a* 一 ) Bil shading ) 当 且 仅 当 对 所 有 
的 xEX， 存 在 一 个 k ERE, u(x) Da ( p(x) 之 a ) y 

一 一 若 4 是 任 一 集合 ， 则 2 是 A 的 有 限 子 集 族 ; 

一 一 1 表示 单位 区 间 ， 按 文 (4 ] ,J, 是 具有 拓扑 T., = (Go, 1a €T UWI. 

按 文 【4 ] ， 若 5 是 三 上 的 不 分 明 拓扑 ， 则 c(5) 是 上 关于 函数 族 5 和 拓扑 空间 71, 的 最 初 
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Hth 
XX IO) CX,5 ) 是 拟 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 对 所 有 使 得 sup b=1 的 族 BC 5, 存 


在 B。 € 2 ‘使 得 sup k=1 


定义 E (D. 4 0Xacl, (X,d) 是 a 一 紧 的 当 且 仅 当 8 中 的 每 个 a 一 戎 献 族 有 一 有 
限 a HEF 

XX € (2 4 0<a 三 1，( XX,8 ) 是 ce 一 紧 的 当 且 仅 当 8 中 的 每 个 ue 一 昔 蔽 族 有 一 
AR a* PRF 

定义 1 。(X,5 ) 是 强 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 对 每 个 a E 八 {1}， 它 是 a 一 紧 的 。 

定义 Y. (X,d) 是 超 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 (六 , (0) ) 是 紧 的 。 

定义 页 CO. (X,d 是 弱 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 对 使 得 sap kh = 1 的 每 个 族 Bb 及 每 


个 :>0， 存 在 B.€ 2 RR sup n2i-t 


XX W CO. (X,d) 是 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 对 使 得 supu > oA IK B cb 和 每 
个 a ET 以 及 每 个 :E (0,a)， 存 在 B。E 2 “使 得 supuZa-t 


族 {v (alD:vEsbaEeT} 是 !(5) 的 一 个 子 基 ， 并 且 若 对 所 有 的 cEIN{1} 置 
tald) = (v7! (a, D: v €5 ) 
则 志 a(8) 是 X 上 一 个 拓扑 ， 且 显然 


1(8)= sup ta(5) 
a€EDNt{1}, 


用 类 似 的 方法 ， 对 所 有 的 a E 八 {0} 可 引入 集合 
Ya={fvri(a lsvEet5} 
但 ，9 a 不 是 上 的 拓扑 ， 而 是 我 们 将 用 “a《8) 表 示 的 那个 拓扑 的 一 个 基 。 
命题 1.1 (X,d) 是 一 紧 的 (a* 一 紧 的 ) HHNH CX, ta (8) ) 《(X,ta*(8)) ) 
是 紧 的 。 
证 明 ， 此 由 不 分 明 集 族 B 是 a 一 昔 蔽 (ae 一 荫蔽 ) 当 且 仅 当 
Ye EDX C Y nn Go D 2 X0 AARLE 


5X (G2 中 定理 1"5 相 类 似 ， 可 以 证 明 下 面 的 结果 。 这 里 ， sup [70,4 GO 中 定义 
的 最 初 不 分 明 拓 扑 。 


命题 1.2 $ XX 是 一 集合 ，(Y ,3，) ie 是 一 不 分 明 拓扑 空间 族 , 并 且 对 所 有 的 JE 了 
令 户 是 从 X 到 了 的 一 个 函数 。 则 


la Csupf,;7'(5,) ) 2supf,^' Cia(5,)). 
iei ie: 


Du 


EA. 由 对 任何 jE€J 及 任何 vEbi CUI OY? G8 fi! G7 G0) 可 见 ， 
ta Cf,7 0) =f Cla (8;) )。 今 对 所 有 的 jEJ E v, fiO), 9E £38 SEUEBI 


ipao 


=lalsup yi) 4 Y 是 一 集合 ， 对 所 有 的 和 Ev 令 J 


€2 8M EJ, 令 v, EY, 则 


vjc!0,07 (sup inf V;12 7,1) 
REA 


U hf 
TOTUM ien 


这 表明 sup talvi) 中 的 每 一 集合 都 在 co (Sup Yi) 中 ， 反 之 亦 然 。 


2. 良 扩 K 
4 Top 表示 拓扑 空间 类 ，Fuz 表示 不 分 明 拓 扑 空间 类 。 在 文 (4] 中 定义 了 函 子 


&iTope-Fuz 

它 把 每 个 拓扑 空间 CX» 9 ACX wT) RREK, Xa GI) EPA GC, TP Ir BE 
fr He MC ARERIA Mth 784393 Hi ER f] CX CT) ) 叫做 拓扑 生成 的 。 

已 经 证 明 , T Top) 是 Fuz 的 一 个 完全 子 类 。 由 于 五 ( Top) 与 Top 同 构 ， 所 以 
我 们 可 以 把 它们 等 同 起 来 ， 并 说 Top Æ Fuz 的 一 个 完全 子 类 。 当 我 们 在 Fuz 中 引入 Top 
中 之 概念 的 推广 时 ， 很 自然 ， 应 当 要 求 这 种 推广 在 局 限于 Top 时 将 给 出 原 来 的 概念 。 这 样 
的 扩张 称 为 良 扩张 (good extantion ) 。 对 于 Fuz 中 的 紧 性 定义 是 良 扩张 来 说 ， 这 意 味 
着 拓扑 生成 的 不 分 明 拓 扑 空间 必 是 紧 的 当 且 仅 当 基础 拓扑 空间 是 紧 的 。 现 在 我 们 来 证 明 前 面 
哪些 定义 是 良 扩张 。 

X320 定义 (1)、(N)、(V)、(W), 和 (看 ) 是 紧 性 的 良 扩张 。 

证 明 。 定 义 ( ELO 是 良 扩张 由 下 面 实事 可 见 。 若 ( X,9 ) 是 拓扑 空间， 县 aE 人 {1}， 
则 CWT 79. WEL, RIAM CCO»(GOD0 27 CRX G0 R 2.10. HAF 
CCu(9)) = supu Cu(5)) , HBH u CoD C8. 反之 ， 4 AET. WX,€w 


CT), 于 是 A7 X71 a DEn C(£)0 , CN OX CIO BIGERUR, (V ) 由 事实 
Cwl) 2 Z xXISER, XFO MOW) 在 (ZL1] 中 已 被 证 明 。 定 理 4.1 。 

Kk A 

X C) 证 明了 (7 ) 不 是 良 扩张 。 然 而 ， 我 们 可 更 加 惊人 地 观察 到 下 述 事实 。 即 ， 没 有 
不 分 明 拓 扑 空间 CX, ) 会 是 拟 不 分 明 紧 的 。 因 为 只 要 令 B= {ata 是 常数 ， 且 a<1} cb 
就 足够 了 。 这 时 sup k=1， 但 无 有 限 子 族 复 盖 1 。 由 下 述 结果 可 见 C ) 不 是 良 扩张 。 设 
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XERME, DXX DÜUNRRARdATS NU THES CINQ) CX w(7) SWEEF at RES, 
为 说 明 这 个 结果 ， 我 们 如 下 进行 。 注 意 vEuw(8) 当 且 仅 当 对 所 有 的 a€I, v CO6a05 
么 是 有 限 的 要 么 等 于 多。 今 选取 aE 八 {0} ， 取 X 的 子 集 族 C4 n € NT 使 得 对 每 个 nEN ， 

ARATARR 且 使 得 { 4.:nEN } 复 盖 克 而 无 有 限 子 复 盖 。 


对 每 个 mrEN 置 
Ai= (x boxiy 8d 
4 va Xl 使 得 
(9 当 EAn 
va) =] 


La- F> 当 x=xyE4Sj=1.2，… 
显然 对 所 有 nEN A Baa, WEE je EN 使 得 如 果 j>j。 就 有 a- >a’ >a- 六， 


因而 v. (aD (n y e ERR X aa 则 :C0,a 直 =X。 于 是 对 所 
有 的 EN v.Cu(9). HK, HKA x €X E nEN EEA, T E v. GO na, 
这 说 明 (v.i nEN ) 是 w(F) 中 的 一 个 ne 一 萌 蔽 ， 现 在 对 任何 有 限 子 族 { ve REK } ， 


Ken, Ry&U A. WHBHTSRCK HEj By Ex FENO) Fac <a 
AU], PARFET WR. Be, (Xw) ) 不 是 a* 一 紧 的 。 


此 外 这 个 例子 还 证 明 as 一 紧 性 是 非常 独 的 条 件 。 由 此 可 见 ， 实 际 上 没有 由 了， 一 拓扑 生 
成 的 不 分 明 拓 扑 空间 对 任何 a E 八 {0} 会 是 a* 一 紧 的 。 


3。 乘 积 定理 


由 于 第 二 部 分 的 结果 ， 从 现在 起 ， 我 们 把 注意 力 限制 于 良 扩张 CI ) 、CW ) OD. 
CHOM). 

首先 ， 我 们 将 用 命题 1.2 M12, Ha RTT AR IG EZE ELIO RR BUE BEA HANER 
简单 的 证 明 。 

定理 3.1 0235 OX, 5 ) ;es 是 不 分 明 拓扑 空间 族 , NIC TL XS, TI 31) 是 a 一 


紧 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 并 EJ ， CX, 5,03 a RKN. 
证 明 ， 由 命题 11 可见 ， n5, Æa 一 紧 的 当 且 仅 当 !。 qu 5, ) 是 紧 的 ， 所 以 只 要 注 


意 到 如 下 事实 就 够 了 。 由 命题 172 有 !。( nè: Xa e, 而 e) 是 紧 的 当 且 


仅 当 对 所 有 的 /7E7 , (D 是 紧 的， 这 再 次 意味 着 对 所 有 的 JE7 , d; 是 a 一 紧 的 。 
由 上 述 定理 及 强 不 分 明 紧 性 的 定义 立刻 可 见 ， 对 于 强 不 分 明 紧 性 也 有 乘积 定理 。 
定理 32 Ë (Xid) ;es ARAME, W O X> I5, ) 是 强 不 分 明 


*。177。 


紧 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 ICI, (Xid: ) 是 强 不 分 明 紧 的 。 
证 明 ， 对 每 一 级 a 应 用 定理 3.1。 
关于 超 不 分 明 紧 性 也 有 如 下 结果 。 
定理 3.3. 若 (XX;,8， ) ,3 是 不 分 明 拓 扑 空间 族 ， 则 O X, T b 2 是 超 不 分 明 


紧 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 了 EJ ，( Xi, d) 是 超 不 分 明 紧 的 。 

证 明 ， 与 定理 3*1 的 证 明 相 类 似 ， 只 要 用 ' 代替:。、 用 (5) 中 的 定理 1.5 代替 命题 1"2 
即 可 。 

关于 不 分 明 紧 性 ， 文 (5) 已 证 明 有 乖 积 定理 。 

定理 344 [5) 若 ( Xi 5, ) ie 是 不 分 明 拓 扑 空间 族 ， 则 《 nx, Tè: ) 是 不 分 明 
紧 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 JEJ，( X ，5; ) 是 不 分 明 紧 的 。 . 

证 明 ， 见 文 [5) 定理 1*6 。 

X GO 还 证 明了 ， 有 限 乘积 保持 弱 不 分 明 紧 性 (5 定理 1"7 ] 。 并 在 一 般 情况 下 给 出 了 
反例 。 
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现在 我 们 把 注意 力 限制 于 具有 Tychonoff 向 积 性 质 的 那些 良 扩张 . 即 , I), CN), 
(VY)、() 和 ( 责 ) 。 看 一 看 存在 于 它们 之 间 的 哪些 推断 是 对 的 ， 哪 些 推 新 是 不 对 的 。 

CX BO 是 超 不 分 明 紧 的 ， 因 为 对 所 有 的 ETN{1} 有 (5) 二 ((8)， 由 命题 1.1 显 然 
可 见 ，(X,5 ) 是 强 不 分 明 紧 的 。 

ECX, d) 是 强 不 分 明 紧 的 。 则 由 定义 、 对 任何 aE 八 {1} (Kd) Ra —RKN. 

强 不 分 明 紧 性 荀 函 不 分 明 紧 性 ， 而 且 甚 至 可 以 证 明 下 述 更 一 般 的 结果 。 

命题 4'1 若 刀 是 了 关于 通常 拓扑 的 稠密 子 集 ， PENTAN CGU (Xd) Æa 

一 紧 的 ， 则 ( X, 5 ) 是 不 分 明 紧 的 。 
EA: 令 a。>0,BC3 使 得 sup >a W 22:20 选取 aED tiff a Daa,- 5, 


MRNA x€X i sup nGOZa.7o.— BL B &— Fo — Bi, AREE 在 一 个 有 限 a 一 
THB., PX sup ka 之 a。-e REH CXS) 是 不 分 明 紧 的 。 


综合 上 述 论证 有 如 下 结论 。 
(YT)—>(NW)=> (1). 


y 


C) 
MERMER EPERHUEIEUEA EUR DÉC 


Bu 


R A 


、 令 X^ T。 对 所 有 的 EXA x, 表示 {x} 的 特征 函数 ,对 所 有 的 xEXNQ, 令 x 7 p/a 
DEHNI . 


uid Xx。 对 所 有 的 SEN, 0<S<q-1 


令 01={Xx:xEX，。 且 x* 为 无 理 数 } j a v. 


oi {vizEXNQ, x7 p/o, SEN, 9FsZq-1} QSR ， 
0={ ata HARU Uo: 
和 华 成 的 六 上 的 不 分 明 拓 扑 。 我 们 证 明 下 面 的 结果 
，《 XX,8 ) 是 不 分 明 紧 的 ， 并 且 对 每 个 aE€ 作 {)}， a 
tw (8) 是 七 上 的 离散 拓扑 。 
为 证 明 这 个 结果 ， 取 aL E0}, Boo: Uo; 使 得 supuZa,, 3H ERN pm ff 


Ex, =P,/q RS, EN 使 得 0<S,<q,-1 H 


[r DM xe, 
假设 存在 e>0 使 得 对 所 有 的 EBN os ，kh 玉 a。~。 那么 这 草 函 对 所 有 的 hEBNo:， 
5,/q,<a,-。 今 选择 xEXNQ 使 得 x=p/q 局 时 flea aa [m 


并 且 对 所 有 的 上 EBnas 
S, 
4. 


nG)ys e+ Xs = $e =e mix, 


= +1<a-efe=a Basa, 
9 q 
" 由 于 只 有 有 限 个 上 EA q. = 9q, 因 此 ,sup k(x) 达 a, 这 是 一 个 矛盾 。 于 是 对 所 有 的 e20 
存在 kL EBER uu, e REA ( XX,8 ) 是 不 分 明 紧 的 。 


今 对 所 有 的 aC A 
1G) 2 (i7! (a1) E0: U0:}> 


若 xEX 是 无 理 数 ， 则 bx, Gu E1.(8)。 荐 xEXNQ Ri x- p/q. 由 于 a<1 可 选取 
SER S-1/a<a<S/q, lit, v7 Eo: 且 有 


vS) = PET »*x 
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于 是 (v,i GD- (x €i) 

这 表明 对 所 有 的 a E 八 {1}，+.(8) 是 离散 的 。 因 对 任何 a。E 人 {1}，(X,8) 都 不 是 a - K 
的 。 同 时 这 还 表明 不 分 明 紧 性 不 荀 函 强 不 分 明 紧 性 或 者 对 某 个 ET/11} 的 一 紧 性 。 

由 于 1(8) =sup !(8)， 这 个 例子 还 表明 不 分 明 紧 性 不 蔓 函 超 不 分 明 紧 性 。 


剩 下 来 是 要 说 明 强 不 分 明 紧 性 不 薄 函 超 不 分 明 紧 性 .为 此 , 取 半 = 了 , 令 8 由 {Xo}U (ata 
为 常数 }U {v EIv (Sx, HRAN x EX} 生 成 ， 则 有 下 面 的 结果 。 
(X,8) 是 强 不 分 明 紧 的 ， 而 不 是 超 不 分 明 紧 的 。 实 际 上 ， 对 所 有 的 a E€ 人 {1} 有 
SG) = {40} } UXU {AC (a DE 
因此 ，!.(8) 中 的 任何 复 盖 必 包含 X， 于 是 对 于 所 有 的 a€ 八 {1}，( Xr O 是 紧 ， 而 这 
就 意味 着 ( X, 5 ) 强 不 分 明 紧 的 。 然 而 ， 易 见 ， V) sup 1.(8) 是 离散 的 。 因 此 ，(X,8) 


不 是 超 不 分 明 紧 的 。 


5。 结束语 


虽然 定义 CI), CN), CVOR 是 良 扩张 ， 并 且 它 们 都 有 Tychonoff RA 
EM. ESES de Fuz 中 的 紧 性 与 Top bise eet MR HELF, MAI), 

CN), VORAB. WEE, (X,d) 是 a 一 紧 的 当 且 仅 当 (X,1.《8) ) ES. Cft 
题 1,1) 。 关 于 强 不 分 明 紧 性 简介 如 下 ;对 所 有 的 a 之 1, 令 六 .= 六 ,由 扑 拓 空间 的 Tychonoff 
EATR, (X,d) 是 强 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 (I Xa, IL i00 ) 是 紧 的 。 关 于 超 不 分 明 


紧 性 ， 定 义 自身 就 表明 CX, d) 是 超 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 ( ,8) ) 是 紧 的 。 关 于 概念 (1 ) 
MCO 也 有 明显 的 拓扑 特征 。 对 于 ( 下 ) ， 就 是 命题 1.1 所 说 的 (XX,8 0 是 a* 一 紧 的 当 
HNS X LAOD URBI, XEFP CIO 说 明 如 下 AN, HRAN Ed EG. = 
(G0 €XxIi0&tZuG) } ， 客 易 验证 T, (Gin Cb ) E X x D 上 的 一 个 拓扑 ， 并 
且 CX,8 ) 是 氢 不 分 明 紧 的 当 且 仅 当 ( 久 x7,,T。) 是 紧 的 。 此 外 ， 在 每 一 种 情况 下 。 不 分 
明 拓扑 空间 与 其 相关 联 的 拓扑 空间 之 间 是 函 子 关系 。 有 兴趣 的 读者 可 以 去 证 明 下 述 五 个 映射 
TT 一 Ts 实际 是 从 Fuz 到 Top 的 函 子 。 令 (和 5) 及 (Y，v ) 是 不 分 明 拓扑 空间 。f :(X,8) 
Y, ) 是 不 分 明 连 续 的 。 

关于 拟 不 分 明 紧 性 有 

Tu:Fuz~— Top 
(Xò) — CXxI» T) 
H Tif) TX, — T: QP,v) 
(x,t) — (f(x) ,t) 
关于 a 一 紧 性 (a* 一 紧 性 ) 有 
$180 + 


T::Fuz~— Top 
X,d) Ot, 00) 
C T,sFuz—— Top 
(X,d) — CX, *0)) 
H Ta =T =f 
关于 强 不 分 明 紧 性 有 
TuFuz~—Top 
(OX,85) —CH X. u) . TENE 


(REKAH a1, X.- X) 
H TePD= Tf. 


(这 里 ， 对 所 有 的 a<1, f .=f) 


关于 超 不 分 明 紧 性 有 Ts= C (MUDE 
TuFuz~—Top 
(X,d) — (OX G)) 
H T«f 
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不 分 明 拓 扑 空间 中 的 分 离 公理 


Bruce HUtton and Ivan Reilly. 


1.9 F 


随 着 Zadeh 在 经 典 论文 [ 14 ] 中 引入 不 分 明 集 概念 之 后 ， 许 多 论文 曾 考虑 了 不 分 明 
拓扑 空间 的 一 般 理论 ， 如 C.L.Chang 在 <1) 一 文中 所 介绍 的 。 在 我 们 以 前 的 几 篇 文章 
中 ， 我 们 发 展 了 正规 性 与 不 分 明 单位 区 间 〔 4 ] ， 一 致 性 与 完全 正则 性 (5) ， 正 则 性 A AR 
[7) 等 概念 ， 并 且 发 展 了 积 空间 与 紧 微 性 的 新 的 ( 而 且 我 们 认为 更 为 满意 的 ) 定义 (6]， 它 与 
以 前 (3)、[11)、[13) 中 所 定义 的 不 同 。 本 文 对 [7] 作 了 改进 ， 并 将 正则 性 公理 安排 在 前 后 有 
关 合适 位 置 上 。 这 种 形式 与 我 们 前 面 的 形式 之 伺 的 主要 差别 是 我 们 现在 修改 了 T, 因而 当 
DOTO 的 定义 ( 我 们 正 准备 写 关于 紧 化 的 一 篇 论文 ) 。 并 且 利用 我 们 的 紧 性 与 乘积 的 新 
定义 能 使 我 们 证 明 更 好 的 结果 。 

对 于 述 语 与 记号 的 解释 这 里 不 再 定义 了 ， 可 见 关于 乘积 的 论文 [6) ， 并 见 我 们 的 其 他 论 
文 (4] 与 [5)。 


2 . 予 备 知识 


在 本 文中 工 为 一 不 分 明 格 ， 即 工 为 一 个 具有 反 序 对 合 “,” 的 完备 的 完 全 分 配 格 。 为 
L 上 的 一 个 拓扑 ( 即 的 一 个 子 集 在 取 任 意 上 确 界 与 有 限 下 确 界 的 意义 下 是 封闭 的 ) 。 当 谈 到 
不 分 明 集 ( 工 的 元 ) 时 ， 我 们 常 略 去 “不 分 明 ” 字 样 。 人 表示 A 的 闭 包 ，A"… 表 示 内 部 。 本 
文 与 其 前 面 的 那 篇 文章 (7] 的 区 别 是 所 有 定义 都 是 非 点 的 定义 ， 意 思 是 它们 仅 依赖 于 工 的 
格 结构 、 并 不 依赖 于 形 如 M 的 任何 分 解 ， 其 中 M 为 一 不 分 明 格 ， 而 X 为 一 集 。 和 以 前 一 
样 ， 它 们 是 标准 拓扑 定义 的 推广 。 


3 .T。 


定义 ， 如 果 yY 是 包含 % 的 工 的 最 小 子 集 ， 而 且 在 任意 的 V 和 和 之 下 是 闭 的 ， 则 我 们 
说 &%EL 生 成 wyEL。 
命题 1. 由 % 生成 的 不 分 明 集 族 是 形 如 
A= V NA Ua HB (UH ELES, CS 9%/ 的 不 分 明 集 族 。 


ser jel, 


GEHE ' 原 文中 是 A， 我 们 按 该 文 后 面 所 用 的 符号 改 为 A* 
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EH, h 工 的 完全 分 配 性 可 得 到 。 
定义 (T,) ,如果 工 是 由 +tUo (这 些 集 是 开 的 或 闭 的 ) 生成 的 不 分 明 集 族 ， 则 ( 工 , T) 
ET... 
等 价 地 ， 每 个 不 分 明 集 A EL 可 写成 形式 
AsV A Uo 其 中 Ui 是 开 集 或 闭 集 。 


记号 ， 令 
L. =h t = 开 集 ) 生成 的 不 分 明 集 族 ? 
L.-H tC - AR) 生成 的 不 分 明 集 族 ; 
L= H tUa FERRAR) 生成 的 不 分 明 集 族 。 
命题 2。 假设 { (La, a) ACA 为 一 不 分 明 扑 拓 空间 族 ， 则 
工 =@,L: 是 ,的 充 要 条 件 是 对 每 个 E 八 :是 下。。 
证 明 ，( <= ) 假设 每 个 L, 是 T。， 则 对 于 A EL 形式 为 xi* (A) 的 每 个 元 素 是 由 形 
式 为 xi: (hk) 的 集合 产生 ， 其 中 上 是 一 个 在 L; 内 的 开 的 或 闭 的 集合 。 但 是， 对 于 AEL, 
AEA ØRN (4A) 的 集合 产生 上 的 全 部 元 素 ， 这 就 证 明了 这 个 结果 。 
(二 > ) 假设 工 是 Tu， 即 对 于 AE(L,), .形式 ri:Cd) 的 不 分 明 集合 产生 L。 由 此 
每 个 不 分 明 集合 k EER ILU 的 “ 箱 ”( box ) 集 的 上 确 界 ， 其 中 U:E (上 )，。 特 
别 是 考虑 对 于 一 个 给 定 的 入 E 八 ，K = wi (4) 的 情况 。 则 KK = VU, R Un E GO» 


因而 A=m (iD=YU)=VYUuE(L:) 所 以 (Li，T 7) 是 Te。 


4, RT; 


定义 (Rs，T ,)。 如 果 每 个 开 集 是 闭 集 的 上 确 界 ， 则 (L,Y) 是 Ru。 如 果 (L,r) 是 Re 和 
T,， 则 (L,r) 是 Ti。 
命题 3。(o)R, 等 价 于 


《1) 在 L,。 内 的 每 个 不 分 明 集 合 是 闭 集 的 上 确 界 。 
(2) L, LL. 。 
0) T: 等 价 于 
D 每 个 不 分 明 集合 是 闭 集 的 上 确 界 。 
(2) L.=L,= 工 
证 明 ， 显 然 的 。 
命题 4。T ,一 > T，。 
命题 5. 
(2) Qula È Ro CDRA A Li E Rs. 
() GiL; T RAA La RE Ti. 
MERI Ca) (< 二) 像 在 命题 2 中 一 样 ,nx* (7) 的 每 个 元 素 是 闭 集 的 上 确 界 ,并 且 Cn! CO: 


“关于 标准 拓扑 定义 C2 J, © 
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入 EA 上 产生 扑 拓 ， 即 闭 集 产生 了 开 集 。 
《a) (一 > ) 又 如 命题 2 ， 每 个 开 集 是 形式 ILU, 的 “ 箱 # 集 的 上 确 界 ， 其 中 U, E 
(L1);。 再 取 投 影 给 出 这 个 结果 。 
(5) Co) 和 命题 2 得 到 。 


5 .R, 和 T, 


EX 《RR,,T，) 。 如 果 每 个 开 集 U 可 以 写成 形式 U=y AUSSV A U， 


其 中 US 是 开 集 ， 则 ( Lvr ) 是 Ri。 
MECL, OER 和 T。， 则 元 是 Ti。 

TE C 的 引 理 1 中 我 们 证 明了 对 任何 A CL 存在 多 (88 sup = A 并 且 对 任何 安 己 
LEA supe- A, RMA (VBE) (1C€ €|(GXCO, RITE ARNE a 发 是 A 的 
原子 状 的 分 解 

引 理 6。 如果 BEL =Q LiT A, 的 一 个 原子 状 分 解 ， 则 喝 ,= (6. BES)? 
是 A x0 的 一 个 原子 状 分 解 。 

R2, WEDE A 的 一 个 原子 状 的 分 解 ， 那 末 I B= {MBB ES } EN A 
的 一 个 原子 状 的 分 解 。 ， 

证 明 ， 第 一 部 分 是 真 的 。 因 为 如 果 CCL ME Supe =A WR CN supe 
= DA,， 其 中 如 是 箱 IC, 的 集 族 使 得 Ci。E€ Pi MC = ASTA, 

因此 ， 对 于 每 个 BE 多 ， 存 在 一 个 CE 使 得 B<C， 就 蕴含 着 xi,(B) <Ci E 

MEERY, MB ED, WK D: =sup{ DA B, D HARE DSA. B 
RCLMEsupe-TIA., RAILB.&C, RHFHTCC 安 。 不 失 一 般 性 ， 安 是 箱 集合 
族 ， 并 且 也 对 任何 何 CE 它 ， 存 在 一 个 和 ， 使 得 B, 节 C,， 则 Cr<<D，。 但 是 , 箱 集合 TL C 
«IL A BORD, WAC « D, 对 某 此 入 是 在 @@,L, 内 的 集 ( 因为 在 (pl) 和 (Cp2) 之 下 是 圭 
邹 的 ， 其 中 (p1)、(p2) 是 在 (61 中 的 @, 工 :的 元 素 的 定义 条 件 下 ) 9。 

Wit, supe <D>NA 矛盾 。 于 是 ， 存 在 一 个 C S88HL B, &C, 

BHR, sup ILB, = IL AWARE sup Bi = A. Ee 

注 6.1。 如 果 {A。} 是 U 的 原子 状 的 分 解 ， 并 且 {B.} 是 U 的 对 偶 的 原子 状 的 分 解 ( 即 


(BE U^ 的 原子 状 的 分 解 )， 那 末 存 在 开 集 U,， 使 得 U= V A Use V A Uue #0 


的 说 法 是 对 每 个 A.、B. 有 一 个 开 集 VL AVL V..<B,。 这 证 明 本 质 上 是 显然 
的 。 ` 
命题 7。(o)R :等 价 于 
DEL.. 内 的 每 一 个 不 分 明 集 U， 可 以 写 为 下 列 形式 、 


UsV ds Dis V fs, Us 


*ILC ,看 成 { DAKAI 长 x 福 Ci 对 每 个 \EA } ， 即 集合 与 它 的 箱子 集 族 一 样 ， 我 们 希望 不 发 生 混 请 。 
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其 中 Ui 是 开 的 。 
(2) 在 ( L@L ) .中 比 对 角 线 A 大 的 最 小 的 不 分 明 集 合 是 闭 的 。 
〈A 是 在 LQL 内 的 不 分 明 集 ， 它 对 应 于 在 {6， 命 是 6 中 所 定义 的 同 构 
o LOL > { 保 上 确 界 的 映射 9， 工 一 >L} 之 下 保 上 确 界 映射 A， 工 一 >L， 其 中 
对 于 AEL，A(C4) =A。 即 
A’ = (GB) A,QBCLRIAXB! } ) 。 
(6) 全, 等 价 于 
《D 每 个 不 分 明 集 可 以 写成 上 面 给 出 的 形式 C 在 及: 的 定义 电 2 
DHAR ^ 是 闲 的 。 
证 明 ，R,(T,) 同 (a) (OD C (b) (1) resp ) 的 等 价 是 显然 的 。 an&AusT, AOW 
的 等 价 。 因 为 R1 同 (a) (1) 的 等 价 权 仅 是 技术 的 变化 。 : 


(m ) 我 们 将 证 明 A 是 开 的 。 考 虑 ACE RORIS TL A S VAPUSN AU 


其 中 Uu BJEN ME CUu, UO ARAM. TE CA, ASY (Uin Un) M^ 


第 二 个 不 等 式 由 A/ 定 义 得 到 的 。 第 第 一 个 不 等 式 准 叶 如 下 ， 
YOU) 2V CA Uo vp" d 


=Y A UnA Ty) 
>V AU ANA UD), 
LI è "i 


= CY A Un V N U’) 


=(A, A’)。 
Bit CA, A^) <IntA'。 ÆA =sup{ (A, ADIACL), 
所 以 A/ 是 开 的 。 
( < 一 ) 假设 A' 是 开 的 ， 且 A 是 一 不 分 明 集 。 那 末 我 们 可 以 得 到 人 的 «Rigo 
的 分 解 A = V A 与 对 侦 的 “原子 状 ”的 分 解 A= 八 B; C 由 [6 中 的 引 理 1 。 


， 由 引 现 6，{ (Ai, BECA A ) 的 一 个 “原子 闫 ?分解 ， 因 为 A 是 开 的 。 它 是 
“ 箱 ”的 上 确 号 ， 并 且 因 为 (ALB) } 是 原子 状 的 。 这 些 开 箱 的 一 企 必 须 大 于 (At BD 。 
Bit CA, BL) «(Ju Fi) 3p U,; 是 天 的 ,下 ,是 闭 的 . 即 A<Uus<F，S<Bi。 
Bit A- VA,= 人 Bj， 央 而 A= VASVAULSAVF «AB; = 人 ,这 就 证 明了 站 果 。 


注 7,1 我 们 还 不 知道 是 否 存在 用 迹 集 的 极限 唯一 性 表达 T， 的 特 微 。 事 实 上 ， 我 们 甚至 
还 没有 滤 集 收敛 的 定义 。 

命题 8. R&R, T,— Ti, 

ER: BAH. 
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命题 9。(o) L-G, LR, SHA, LER, 
(0) L2G,L& T, SHEA, DUET. 
, AEN HaRCO Hi Co REA RED SEDAN, ERNEA. d 
(Ce Y BibT ERI, TXEEAROS s CD MOERR (其 中 U 是 在 工 ,内 的 开 
集 ) 能 写成 所 要 求 的 形式 。 但 是 ， 这 些 集合 产生 全 部 开 集 ， 因 此 工 是 Ri 。 
( 二 > ) 假设 U = a; JUBUA € tiio Ara = ={ An E] } 是 一 个 1EL, 的 
原子 状 分 解 。 那 末 存 在 i，jE 1 使 得 A. 世 A;;。 这 是 因为 如 果 对 每 个 ,jE1，Asi<A;， 
ERVA SAA NISO, EFR. 我 们 可 以 息 设 L 多 于 一 站 元 于 因为 有 则 命题 是 


SAR? «Rio AR. C Els 对 天生 A，， 售 得 B: 革 Ci。 s 
假设 B., 是 :的 原子 状 分 解 的 元 素 ， 并 且 C:。 是 U9 的 对 侦 的 原 于 状 分 能 的 元 案 。 屠 


末 库 引 理 6 和 法 6。1 我 们 可 以 找到 地- E 34 [4 VIRA BO. WAB <V<V 
« CÍLCiO '。 那 末 ， 利 用 (6) 中 余 集 的 定义 ， 我 们 有 ,<C 对 于 森 些 \E 信 。 但 是 B, < 
FLC NPA A 是 错误 的 《 因为 B.&CLO , HARE Vi «CL BB Voie Vos 


V1。<C1。， 这 就 是 以 证 明 Li AER: (HHB, Ci EUER. 

命题 10,8 CL cO 是 T: 并 A 是 L 中 的 不 分 明 集 。 对 于 A 的 每 个 开 复 盖 有 一 个 有 限 子 复 
盖 ( 即 在 相当 弱 的 意义 内 人 A 是 “ 紧 的 ”， 屠 末 A 是 一 个 闭 不 分 明 集 。'* 

证 明 ， 令 


A=A Y, Uo ^ 总 [m 


M {Vii EJ,} ABS HIR, RUE IHREN ( Uai es Un) RA 


ASU VVU < Us VeV Uu o 
右边 是 闭 集 ， 比 如 称 为 K,， 于 是 
A<KS< V Un 
i$ 
aeu 
ASAK.EA VU, =A 
因此 A-AK, RH 


命题 11. 设 LL,r ) 是 T:，k<U 且 k,U“ 是 “ 紧 的 ” 即 每 个 开 复 盖 有 一 个 有 限 子 复 盖 ， 
那 来 存在 一 个 不 分 明 集 V， 使 得 SV" 三 <U。 


证 明 ， 记 k = 八 VU, A YU。 那 末 对 于 每 个 i，k<Y U<V TD。 取 一 个 有 限 


子 复 盖 。 我 们 得 到 k<V， «V «y E a» 其 中 Vi= UV…V U AERBURROEROE, W 
Xkz AV 2 A VU. 因此， e 1HEU'IS— ERES, FERAT HIERA 
给 出 V， 使 得 k<V"<T<U。 fen 
ETT un 
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6. 正 则 的 和 Ts 


定义 (R,T, ) 。 如 果 每 个 开 集 U 是 开 集 的 上 确 界 ， 它 的 闭 集 小 于 U， 则 〈L，,r ) 是 正 
则 的 (R ) 。 

如 果 ( 工 ,+ ) 是 正则 的 和 Te， 则 它 是 T:- 

命题 12. 正 则 的 一 >R T: 一 >T:. 

命题 13, (0) L = @:L, 是 正则 的 充 要 条 件 是 每 个 L, 是 正则 的 。 

(b) 工 = 四 ,L, 是 T, 的 充 要 条 件 是 每 个 L: 是 Ti。 
证 明显 然 (6) 由 (a) 可 得 到 。 因 此 只 证 明 (a)。 
(< ) 设 每 个 L, 是 正则 的 。 在 L 中 每 个 开 集 是 形式 TIU, 的 开 *“ 箱 "型 集合 的 上 确 
界 ， 其 中 Us 是 在 Li 中 的 开 集 ， 且 除去 有 限 个 所 有 的 U: 都 等 于 1 。 我 们 可 以 写 出 ， 
Us V Vsa 
RIN 

HHU, LU (这 里 如 果 U, = 1 我 们 选择 U ,i= 1 ) 。 因 此 令 UMU, RiEs 
了 LT 。 那 未 VU,= Us, 且 U,<H,U, ,1，<U。 这 就 对 “ 箱 "型 集合 证 明了 结果 。 取 箱 型 集合 


的 上 确 界 就 得 到 结果 。 

( 二 > ) 设 L 是 正则 的 ， 那 末 考 虑 U = xx:(U:) 对 于 给 出 的 U ET，。 那 末 U 是 一 个 
开 集 的 上 确 界 ， 它 的 闭 包 小 于 或 等 于 U。 我 们 可 以 假设 这 些 开 集 是 箱 集合 。 不 难 证 明 ( 利用 
CO) 中 余 REX) TLF; = IIF, 因 此 对 一 个 箱 集合 U,， m CU OUI BÜXERURTEE UKU, 
即 {ms《U,)} 是 去 证 明 L, 的 正则 性 的 适当 的 一 个 开 集 族 。 


7. 完 全 正则 的 和 Ts 


定义 ( CR，T, 3; )。 和 如 果 对 于 每 个 开 集 U， 存 在 集 族 {U,.+i EI，tE50,1)) 使 得 VU 


=U Ht<s=> USU, <U, WCL, t) 是 完全 正则 的 。 
如 果 CL, cO 是 完全 正则 的 和 T,, 则 它 是 T,4 。 


7.1。 不 分 明 单位 区 间 

由 于 技术 的 理由 ， 在 以 后 的 几 篇 论文 中 ， 我 们 将 稍微 修改 由 [4] 和 (C5) 给 出 的 定义 中 的 不 
分 明 单位 区 间 C0,1)(L) 的 定义 。 我 们 说 不 分 明 单位 区 间 C0,1)(L) 是 全 部 单调 增加 映射 X:R 
一 L 的 集合 ， 对 于 


[? i1<0 
Aa) = 
Uu 121 


将 和 等 价 分 类 ，hsR-=L， 如 果 和 Cit+) =hd+)，XGt- )=hGt- ) 对 于 tER。 对 于 tER， 如 
Pua 一) 三 Ct 一 ) 且 h(t+) 三 A(t+)， 则 用 和 <p 定 义 在 C0,1)(L) 上 的 序 。 RALO) =A 
(t=)，R.CA) = 和 t+ 定义 LC0,1)(L)>L 和 R.:C0,1)(L)>L。 
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工 , 和 R, 在 [0,17( 上 ) 的 不 分 明 集 的 格 中 产生 开 集 (一 个 不 分 明 集 是 一 个 映射 9 100,130) 
一 (上 ) ) 。 这 样 相应 [0,1)(L) 的 新 定义 和 老 定义 之 间 是 由 和 ':R 一 L 替 挽 和 A:R->L( 其 中 入 ’(t) 
=A De 

命题 UAR L'r) 是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 ( 其 中 工 是 一 个 不 分 明 格 ,X 是 普通 集 ) ， 
那 末 完 全 正则 性 等 价 于 ， 

“对 于 每 个 开 集 U Er， 存在 连续 函数 六 :X-~[0,1]( 工 ) 使 得 

sup fi (GO = sup fi (G3) =U” 
CH sup fiGO( 3) 7 sup fi G0 7) = 对 于 每 个 kEX 一 注意 这 里 我 们 涉及 普通 函数 
如 [4) 和 [5] 中 所 用 的 。 当 然 诱导 出 在 (6) 的 意义 中 的 同 态 ) 。 
命题 15. 完 全 正则 性 等 价 于 
a) CL,v) 是 可 单 值 化 的 ， 
(2) 考虑 全 部 保 序 映射 1:[0,1)> 上 ， 使 得 f (1 一 ) Et， BH/GOE, LEX 
是 全 部 拓扑 Ye 的 最 弱 的 拓扑 使 得 ft - )E re* 且 ff+ ) E r*， 对 于 像 上 面 的 所 有 了 。 

证 明 ， 与 (1) 的 等 价 性 在 (5] 中 已 有 证 明 。 与 (2) 等 价 本 质 上 是 显然 的 。 

命题 16. 完 全 正则 的 一 > 正则 的 ，T >T:. 

引 理 17, 设 U 是 一 个 开 集 ， 且 TI A 是 U 的 箱子 集 。 设 B, 是 对 于 和 二 和 。 相 对 于 A 的 原子 
状 的 。( 即 对 于 任何 它 使 得 sup 外 = Ai, zCC 外 使 得 B, 三 C)。 那 末 最 大 的 箱 集 V UD 
Va = B, 对 于 入 所 人。 有 Vi。 是 开 的 。 

TP: BZB AFV EATR, PRL B, 关 于 如 是 原子 状 的 。 并 且 因为 有 U 是 开 箱 
集 的 上 确 界 ， 存 在 一 个 开 箱 W ， 使 得 HB, 和 W。 所 以 Be 和 We<V:e。 但 是 全 部 可 能 的 
B,。 的 上 确 界 是 Vie， 所 以 sup Bios sup Wie=Vie， 即 Vi。 是 开 的 。 

命题 18.L = @:L, 是 完全 正则 的 充 要 条 件 是 对 每 个 ^，L, 是 完全 正则 的 〈 对 了 ,4 也 是 
wmit). 

证 明 ，( < 二 ) 类 似 于 上 述 关 于 积 的 证 明 。 


( 一 > ) 假设 有 一 个 在 工 内 的 开 集 族 {U2tiE[0.]} 使 得 HC 蕴含 着 U,<Us。 又 
假设 0 夺 IT1 A 三 U,。 那 末 挑 选 对 于 入 夺 和。 关于 A: 原 子 状 的 B, 二 0。 令 V, 是 最 大 的 箱 集 ， 
使 得 V CU, HEART ASA Vo= Bi。 那 末 由 引 理 17, W, = Va ,是 开 的 。 进 而 因为 V< 


Us 5 V.« U, 并且 所 以 对 于 +<s VaV ao (RAA VÆRK, HUSU). NERY 
WV HFR NA WSW.. : 
这 完成 了 证 明 的 大 部 分 技巧 ,假设 是 党 全 正则 的 ,并 且 U = xxiCUi。) 其 中 UisE Tavo 


那 末 存在 箱 集 A, = TL Antti sup A,= U 和 开 集 族 (U,:t€CO,D } WAKU UE 
t<s>>U, 过 U,,。 应 用 上 节 就 得 出 开 集 族 { W,stE[0,1] } 使 得 AG, Wa «Ui, Hts 


SW Lw 因为 Ui。 是 任意 的 ,并 且 supAie = Ui。, 我 们 证 明了 对 于 Li。 的 完全 正则 性 。 
38. 正规 性 和 T4 


XXON,TO. (RUJ » 如 果 对 于 任何 闭 集 K 和 开 集 U 使 得 KK 亿 UU, 存 在 一 个 集 U， 
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使 得 


K«V* «V«U, 则 (L,r ) 是 正规 的 。 

如 果 ( 工 ,+ ) 是 正规 的 和 T。 且 Ru， 则 它 是 T，。 

在 [4) 中 我 们 证 明 过 

命题 19. 如 果 (L*,t ) 是 一 个 不 分 明 拓扑 空间 ， 其 中 是 一 个 不 分 明 格 ，X 是 普通 集 。 
那 末 正 规 性 等 价 于 

对 于 在 L* 中 的 每 个 闭 集 U， 使 得 KU， 存 在 一 个 连续 函数 f+:X 一 [0,1)(L), 88 K« 
PROKE LOU (MKCx)SE) 0 HIKEA- IKU) 对 任何 XEX)。 

这 个 命题 的 “无 点 ”的 形式 是 ， 

命题 20。( L,t ) 是 正规 的 充 要 条 件 是 对 于 在 L 内 的 每 个 闭 集 K 和 开 集 U， 使 得 KU， 
fH (Vot €C0,D EAV. -K, Vi-UBR (<s> V.& VDO. 

SB 21, 正 规 的 和 R — SERIEN. T. Ts4 。 

证 明 ， 由 命题 20 可 得 到 。 

命题 22. 正 规 性 不 是 产生 的 (productive ) 。 

证 明 ， 由 普通 拓扑 的 反倒 可 得 到 。 

命题 23. 假 设 L 是 紧 的 ， 意 思 是 一 个 闭 集 的 每 一 个 开 复 盖 有 一 个 有 限 子 复 盖 。 那 末 如 
是 R, 则 它 是 正规 的 。 

TA: 由 命题 11 可 得 到 。 


9 .完全 正规 性 和 Ts 


XX (CN, T,O., 。 如 果 对 于 任何 不 分 明 集 K，U 使 得 R<U 且 K<U*， 存 在 一 个 集 V 使 
B K«V'«V«U, 则 (L,r ) 是 完全 正规 的 。 

如 果 ( 工 ,+ ) 是 完全 正规 的 和 T。 且 Re， 则 它 是 Te。 

命题 24。 完 全 正规 的 一 > 正规 的 。 


10. X & (perfectly) EREET aq 


定义 (PN , Tap). 如果 ( 工 ,+ ) 是 正规 的 并 且 每 个 闭 集 是 可 数 个 开 集 的 人 , 则 CL, 0. 
是 PN。 ` i 

如 果 (L,r ) 还 是 T,， 则 它 是 Ts。 

命题 25. 完 备 正规 性 等 价 于 : 

对 于 每 个 闭 集 K 和 开 集 U， 使 得 KK<<U， 存 在 {V ,1t EC0,1) } fif VO 
HKsY,&Vi-2U, 

REAT (Lr) BHEIBBUBERUUS , TEE TERRE Xo (0,10, (R8 

K-í^ RYKE) =U, 
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命题 26. 完 备 正规 的 一 > 完全 正规 的 。 
EA: 令 (L,rt) 是 PN, 并 且 K<U* 和 K<U。 


4K- À G. 和 U* = VV，F.， 其 中 每 个 G. 是 开 的 ,每 个 F. 是 闭 的 ,由 正规 性 ， 对 
每 个 aa 得 到 一 个 集 A. 使 得 F.<A-<A.<U, 并 且 对 每 个 有 集 B., 使 得 K< D... 
令 U,=A,A( À B)RW.- B.V ( V, Aj). SERV. W xis, VÆK , 


W. 是 闭 的 。 现 在 令 V= V Y. 和 W = Å W., BRV<SW, VÆR, W 是 闭 的 。 进 


而 
kK<U AK=(V F)NK= VY (FABRE V, Vv 


w= Å W.< 和,(F.VU")=( Ñ G.)vut- Kvu'«U. 如 所 要 求 的 


11. 伪 可 度量 性 和 可 度量 性 


定义 (WM，,T。) 。 如 果 ( L,t ) 有 一 致 性 并 具有 对 称 元 素 的 基 CDI r 是 正 实数 } ， 
满足 D,”DD,<D,,,。 并 且 这 个 一致 性 产生 拓扑 ， 则 ( 工 ,+ ) 在 它 上 面 有 一 个 伪 度量 。 

MECL O 还 是 T。， 则 它 是 可 度量 的 (T。)。 ( 我 们 希望 在 以 后 的 一 篇 论文 中 进一步 
发 展 这 些 概念 ) 。 

命题 27. 伪 可 度量 的 一 > 完备 正规 的 ; 

可 度量 的 一 > Tsd。 

证 明 ， 首 先 证 明正 规 性 。 假 设 K<U。K 是 闭 的 ，U 是 开 的 。 应 用 (5) 的 引 理 1， 我 们 得 
到 一 个 K 的 原子 状 划分 {K,}， 即 K = VK,。 由 C5, 引 理 2) 余 的 说 法 得 出 U = 人 ,Ui。 因 为 U 是 
开 的 ， 对 每 个 i， 有 一 个 D. EA DACKOSU, 同样 ， 对 于 每 个 j， 有 一 个 DD, 使 得 Ds， 
(UD<K'。 并 且 也 因为 DD,, 是 对 称 的 D,,(K)<U,。 于 是 对 每 个 1 和 每 个 | 有 Dy (KYU, 
和 Du(KD<U,。 HA Dic es, KOLU, 因而 D4,，( D4,,(K,))<U 对 每 个 i 
所 以 D4， CYD pa (KD Ui 并 且 因 而 入 D4， CV: D pr, KDD KU. WEW sin 


Dr,(K ,) 是 K 的 一 个 邻 域 。 因 为 D 4, (KORK HBR, 3E UD 4s 0224s, w, 


因而 有 一 个 集合 V， 使 得 K< V "< VEU, 
我 们 现在 来 证 明 ， 任 何 闭 集 K 是 G*。 再 由 [5] 引 理 1 余 的 说 法 ，K = 八 W,,。 对 每 个 有 
一 个 D ,使 得 D,(W ID) 入 KK ， 因 为 K/ 是 开 的 。 所 以 D,(K) 入 W ,。 现 在 sS<r 昔 含 着 D.OO« 


D.O% B 人 D,(K)*=K。 特别 地 ，K = Å DOO 
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命题 28. 工 = & 工 .是 可 伪 度 量化 的 ， 如 果 世 .对 每 个 na 是 可 伪 度 量化 的 。 


证 明 ， 在 每 个 L。 上 给 一 个 具有 可 数 基 的 一 致 性 多。， 我 们 就 可 以 在 L 上 构造 也 具 有 可 数 
基 的 该 一 致 性 如 下 : 

已 知 DE 多,， 在 L 上 用 D*= n+"D*x, 定 义 D*。 于 是 多 ,的 “ 拉 回 ”( Pullback ) 将 在 
LEA “RA” t.. 产生 拓扑 。 

令 多 是 由 多 ,的 “ 拉 回 ”， 对 所 有 多 .所 产生 的 一 致 性 。 对 每 个 全 ,可 数 基 将 产 生 包 的 可 
数 子 基 。 同 样 也 为 所 要 求 ， 它 们 本 身 也 产生 所 求 的 可 数 基 。 


12. 总 结 

(1) 对 于 i>j, T. Tio 

(2) M3PNSCNSN 
N*R,2CR9R9R,2R, 
(33) CR，R，R, 和 RR。 是 产生 的 。 


Ob) 7 了 3 去 ，7s，7:，T 和 7 是 产生 的 。 
(3c) PMET ER. 
(3d) PN，CN，N 不 是 产生 的 。 
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不 分 明 集 论 中 的 函数 、 等 价 关系 、 
商 空间 和 子 集 


M.A.Erceg 


普通 集 论 中 ， 集 的 徊 集 与 2 “为 同 构 格 。 不 分 明 集 论 则 把 Z- (0,1) 的 格 推广 为 更 
加 广义 的 ， 即 通常 所 谓 非 布尔 的 格 。 该 阁 中 之 “点 ”不 必 有 具有 布尔 特性。 因此 ， 适 当 的 推广 
必须 建立 在 那些 不 用 明确 地 使 用 点 即 可 定义 的 概念 的 基础 之 上 。 我 们 正 是 从 上 述 原理 出 发 ， 
利用 等 集 的 成 员 而 不 专门 涉及 集合 的 单个 成 员 来 给 出 函数 、 关 系 和 商 集 的 等 价 定义 。 

有 些 作者 已 经 对 函数 和 商 集 的 推广 进行 了 一 些 研究 见 参 考 文献 [1,2,5] )。 这 些 都 是 
我 们 所 引进 概念 的 特殊 情况 。 


1. W F 


Tff, WAWEL, KERWERC), URAA A. IN, UD) 
等 运算 方法 将 其 诸 元 进行 组 合 。 因 此 ， 所 谓 集 X， 指 的 是 四 重 《2(X)，n，U，“>。 显 
然 ， 它 与 按照 通常 方式 定义 运算 的 四 重 格 《2x， 人 ，V,， “> 同 构 。 

〈 例 如， 当 xEX 时 ，(xiVxz)(x)=xi(x)Vxa(x)) 。 

不 分 明 集 论 中 的 格 ,是 比 2= (0, 1) (具有 普通 格 的 运算 方法 ) 更 加 广义 的 格 。Zadeh 
[1J、Chang[2] 及 Wong[6 ] 等 作者 已 经 考虑 了 单位 区 间 了 = [0，1] Hutton [3,4] 
和 Goguen [10] 则 利用 了 下 列 条 件 。 

定义 1.1 不 分 明 集 是 一 个 具有 逆序 对 合 的 完全 分 配 格 。( 见 参考 文献 [ 8 ] 格 论 术语 ) 

根据 这 一 定义 ， 四 重 《L， 人 ，V,，' > 将 用 来 表示 不 分 明 集 ， 用 “ 表示 逆序 对 合 。 

假设 X 是 一 个 集 ， 利 用 《L， 人 ，V,，“' > 的 积 运算 方法 可 以 得 出 L*。 例 如 设 X, u EL”, 
当 xEX 时 ， 则 和 人 Nu 可 从 下 式 得 出 : 
CXAu ) (xz)= 和 xz) 人 NAhCx)。 

SN, CL*, A, V, "> 也 是 一 个 不 分 明 集 ， 它 将 起 到 普通 集 论 中 集 光 的 作用 。 当 L = 
2 时 ， 不 分 明 集 论 ， 在 格 的 同 构 情况 下 ， 与 普通 集 论 相同 构 。 这 种 同 构 是 指 把 一 个 集 与 其 特 
征 函数 结合 起 来 而 言 的 。 ' 

皂 的 子 集 相当 于 映射 和 ELx。 和 X(x) 可 理解 为 x 在 入 中 的 隶属 度 。 我 们 将 用 入 Aes "X 
的 不 分 明子 集 ”， 用 《<L*， 八 ，V ，'》 表 示 不 分 明 集 。 

注释 1.2 具有 最 大 元 素 与 最 小 元 素 ( 分 别 用 1 和 0 表示 ) 的 不 分 明 集 是 完备 格 。 如 果 被 
定义 为 ，O(x)= 0， 对 xEX 的 OEL5 (RAWE), BAMI LAV, > 
的 最 小 元 素 与 最 大 元 素 。 
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Chang 的 定义 如 下 《 见 [2 1)， 

定义 1.3 义 的 不 分 明 拓扑 ， 或 不 分 明 集 X 的 拓扑 是 一 个 对 子 《L*, >( 严 格 说 是 
(L'A VT XS Z CL'B. 

(1) 0,1€, 

(2) 9 的 任意 的 上 确 界 是 封闭 的 ， 

(3) 了 的 有 限 下 确 界 是 封闭 的 。 

开 集 和 闭 集 ， 内 核 和 闭 包 运 算 ， 可 用 普通 方法 定义 。 例 如 ， 设 EL"， 则 内 核 是 ， 

Mr=VipET /nSN}. 
不 分 明 集 的 最 初 找 述 ， 见 参考 文献 [ 1 ]， 而 不 分 明 拓扑 空间 ， 见 参 考 文献 [ 2 ]。 


2. X f 


设 R 是 集 XX 与 集 Y 之 间 的 关系 ， 根 据 
RGD 2 (y EY : 3xEAs,t, xRy} 
定义 映射 R: CX )-9 9(Y') 
则 (1) R= 
(2) RUA.) =U RCA.) 
E E 


对 任意 A.€ X, ERR ARA WERT. RUH 是 与 xE 大 相关 的 Y 的 所 有 元 素 的 集 。 

BZ, ER: PAXP ) 是 满足 ( 1 ) 和 ( 2 ) 的 映射 , 则 在 定义 xRy Ey € RGXP) 
时 ， 可 得 出 X 和 Y 之 间 的 关系 。 这 样 做 时 ， 我 们 并 没有 利用 条 件 ( 2 )， MUIRN 
映射 时 ， 若 首先 要 求 条 件 ( 2 )， 便 可 确定 两 个 映射 是 相同 的 。 

我 们 建立 了 满足 ( 1 ) 和 ( 2 ) 式 的 映射 集 同 关系 之 间 的 一 个 双 射 。 

定义 2.1 不 分 明 集 X 和 Y 的 不 分 明 关 系 是 一 个 映射 R:《L 人,V， > 一 (LS A^, 
V， > 满足 

(1) RO)=0 

(2) ROVA D= VRO. ) 对 所 有 A. EL* Vere 


其 不 分 明 集 的 逆 关 系 R-'， 定 义 为 映射 
R's CL", AV 8 LL, NV ,> 
IRR- u) = AAEL ROAD)< 人 
因为 R(1’)=R(0) 
=0 
<h 对 所 有 hEL"' ERX. 
右 端 是 一 个 完备 格 中 非 空 集 的 下 确 界 。 除 非 男 有 说 明 ， 若 为 不 分 明 集 之 间 的 关 A, MR 
为 不 分 明 集 关系 之 道 。 
注释 2.2 对 关系 的 如 此 描述 ， 是 建立 在 Hutton [ 3 ] 关于 一 致 元 的 描述 ( 它 在 普通 集 
论 中 当然 是 一 个 关系 ) 的 基础 之 上 的 。 
命题 2.3 ËR, TER 2.1 中 那 种 不 分 明 关 系 ， 则 
(1) RGA)<h 当 且 仅 当 R7 QUEM, 
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(2) RAS VRO.) 


(3) (gmc!y'!-R, 
(4) RIT HB RKT, 
(5) (ReoT)- =T eR- 
证 明 见 参考 文献 Hutton [3]。 
推论 2.4 若 R 是 2.1 中 的 不 分 明 关系 ， 则 R-!' 也 是 。 
WW  RC(0)5ADCL* s RA) 10) 
20 
ROOMS VRO.) (根据 2.3) 


定义 2.5 若 R: L*->L" 是 2.1 中 那 种 不 分 明 关系 ， 则 由 R) VO: ROO <u} 
来 定义 映射 R-!: + L"->L*。 

例 2.6 RR-! 不 必 是 一 个 不 分 明 关系 ， 令 L = { 0 ,去 , 填 , 对 ,1} 是 一 个 普通 顺序 的 格 ， 且 
具有 由 x’= 1 -x(xEL) 所 定义 的 对 合 。 

设 R(C1)= 0, RCR) S RC) 9, RCR) S RC0)= 0， 则 RR 是 一 个 不 分 明 关系 。 但 
R-1(0)= 二 在 0。 

命题 2.7 

(1) RW) = CRC) 

(2) RMSE ASR (p) 

(3) R^ CAR ka AR Q^ 


证 明 ， 

C1). CRONICA RO" Shi 
=V{A 1 RO Ru) 
zRCGQD. 

(2) (一 ) 显 然 。 

(=) A«RU Q2 Vix : RGo«ut 
—RO)€VARG) 1 RGO yu) Ku. 
(3) AR SLR >x Va 


RO). Va( 根 据 ( 2.)) 
REA 


SDR Aux (根据 (2 )) 


定义 2.8 在 2.1 中 的 不 分 明 关系 R 称 为 保 对 合 ， 当 上 且 仅 当 AEL*,，R(X’)=[RCX)]’。 

因此 根据 命题 2.7，R-! 是 保 对 合 ， 当 且 仅 当 R-? = RT. 

下 一 节 我 们 将 指出 这 一 不 分 明 关系 的 条 件 相当 于 L = 2 时 的 函数 关系 。 我 们 看 到 ,按照 
命题 2,7( 3 )， 若 关系 R 是 保 对 合 的 类 似 于 函数 的 特性 ， HAWER Ape) 7 AR? GO. 
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3. KB 数 


Rf: X-~>Y 是 一 个 映射 ， 根 据 F(4) = {f(a) :aE€4} 定 义 映射 F : PXP), M 
a) FGO»76 
(2) F (UA4.)=UF(4.) 


于 是 , 下 是 一 个 不 分 明 关 系 ( 若 认为 不 分 明 集 与 其 特征 函数 等 同 的 话 ) AF TREX. 
来 定义 
CF-G'yy! -Ut4: FUDCBI 
ese -dxi fGO€ B) 
TARFU(GD ={x 1 fGO€ B'Y! s ins {OEB} 因此 ， 
C3) F^CGDSUF-' Gy), BFJL—A- BOHGBURATBIA K HA2 ) 知 ， 也 是 
与 单子 上 的 f 相符 合 的 唯一 关系 。 
反之 ,, 我们 有 以 下 命题 . 
命题 3.1 EF: PXPI WRR GOD OR, MWH EX, X) 
F({xz}) 时 ， 即 可 得 函数 : X>Y. 
证 明 ， 只 需 证 明 /(x) 是 Y 中 的 单子 。 即 
(A) Füxp*e$, 
(B) y, 2€EF({x})) =y =z. 
$ Dsix€X: F(ixps 9) 
$ =F) 
SUMA FASS) (BARRE =F) 
sii Fdz) =$} 
=D, 
fiiy» zEFUx}) Bitiysez, 
F^ yp (p€X: FG)c On 
= {p+ F(p)={y}} RRA 
则 x EF AyD. FAYH) = {PF PEC} }=A{P:yEFP)}, MEF UY). 
JBEF- CY =F UYY) EFM, MUY z, 
于 是 我 们 就 在 映射 f : X>YRF : PX) 9 Oir T ^ WIR 23) 
的 双 射 关系 。 5 
定义 3.2 ， 从 不 分 明 集 居 到 不 分 明 集 Y 的 不 分 明 函 数 是 一 个 映射 
Fi (LAN, LAV > 


满足 下 列 条 件 
(1) FO-90, 
(2) FND = VFO.) 
(3) FHAN O01 
即 刀 是 一 个 保 对 合 的 不 分 明 关 系 的 逆 。 
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注释 3.3 根据 条 件 ( 3 ) 可 得 出 
F) = VO : FOOD)<h}。 
例 3.4 Zadeh 在 [ 1] 中 介绍 了 两 个 不 分 明 集 之 间 的 下 列 映射 ， 即 ， 
dif: X -> 了 是 一 个 函数 ， 则 函数 了 : L”>L" 可 按 下 式 定义 ， 
fViAGO:x€f- Go) — Sf Go Sg 
INO )=] i 
Lo [002 
此 外 ，Zadeh 在 [ 1 ]mi& SIE f. E3EBRUH 2:39PM, Bf 7 LL, xf! QO pef. 
这 些 映射 在 Chang[2 ]、Wong [6.5] 和 其 他 目前 有 关 不 分 明 拓扑 论 资料 中 都 引用 过 。 
不 难 证 明 ， 上 述 定义 的 f ， 是 一 个 不 分 明 函 数 ， 且 其 逆 不 分 明 函 数 与 Zadeh 在 [ 1] 中 
的 道 映射 相同 。 于 是 ，[1，2] 和 [ 5 ] 中 的 某 些 工作 ， 是 下 述 理论 的 特殊 情形 。 
注释 3.5 不 分 明 函 数 是 Zadeh 型 函数 的 非 平凡 的 推广 ， 由 下 例 可 见 。 
例 3,6 L-[0,1]27, &X-Y - & T, Äx aI, 使 1 v 


[Gs 2x se[o, 1] 
SÉ [BH 
22x-1 EIE 1] 


但 是 ， 对 于 上 述 X,Y,L， 任 何 Zadth 型 函数 或 是 处 处 等 于 零 ， 或 是 RUSO 
下 面 我 们 来 看 看 不 分 明 函 数 的 连续 性 。 
定义 3.7 设 《L*,F >》 和 《<L", 久 > 是 不 分 明 的 拓扑 空间 ， 并 设 1! LL 是 一 个 不 
分 明 函 数 ， 则 f 是 连续 函数 ， 当 且 仅 当 f'(U )E9 对 所 有 UE SE WC IGE. 
命题 3,8 itf: L* 一 LL" 是 一 个 不 分 明 函 数 ， 则 
(1) FAEL* A&f-' fO) 
(2) EL ff Go 
WEB. ARSA 7I Q0 VO fA 
定义 3.9 Xf: (L',9 » — <L, & > 是 不 分 明 拓 扑 空间 之 间 的 一 个 不 分 明 函数 ， 则 
下 述 命题 是 等 价 的 : 
(A) 了 是 连续 的 。 
(B) HFCL” U> RERAN, f EL, > 上 的 闭 集 。 
(C) FA€L', x€N(O/O)) 997 G)€NO), 
( 其 中 入 (和) 表示 和 的 邻 域 系 ) 
(D) VAEL*, x€eN(fO) 9 3K EN(N) AMIK. 
WEB, AB. Ef GS Uf7 QUO. 
=C, SAELE x€NUO, Witz—4-K € ornBef O)« K «x. 
因而 PSKK a). 
根据 (4)f-:(K)E 了 和 命题 3.8 (0, A«f7 SO. AAEE G)€ NO). 
CD: WAEL, x€NGOOAR K = f, M K=O ENO), 
根据 (C) 和 命题 3.8(B)， 帮 天)= fef TOKI, ` 
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了 一 4: REY, Wf-'Gos Viv /f rou 
同时 , CA] = V(IB/fC«f^ o. Beg 
-VIB/fcBy&u, Beg». 
这 里 ， 我 们 从 命题 3.7 引用 ,f(B)<h SBK 71 G0, R y WE os Blue NU OD. 
根据 (OD), SHE K ENCO. ， 从 而 1(k)<h， SAISIR &E 9 ， 并 不 失 一 般 性 。 veRC T 
e» yif], 
Bit, f^ GosUf^'Go ET, 


nun 


如 第 二 节 所 述 ， 我 们 把 普通 集 论 中 之 关系 看 成 是 一 种 映射 。 

定义 4.1 在 一 个 不 分 明 集 CL*, 八 ,V ，,'》 上 的 等 价 关 系 ， 或 者 说 ， 一 个 不 分 明 的 等 价 关 
系 是 一 个 映射 ， 即 尺 : LL WEF AR 

(1) R(0)= 0 

(2) REV A= V RO) VMEL’, 


(3) ASRA VANEL*( 自 反 性 )。 

(4) R=R-! (对称 性 ) 。 

(5) R'R 《传递 性 ) 

ÈR RRC), 5 ) 可 以 强化 为 

(5)! R'zR. 

着 T 是 一 个 普通 意义 上 的 六 的 等 价 关 系 , 则 由 R(4) 7 (5/ 3a€ Av aTh XR: 
PAXP, ETRE DOON 2x 的 一 个 不 分 明 等 价 关系 ( 当 我 们 将 一 个 集 与 其 特 
征 函 数 同等 看 待 时 ) 。 

我 们 可 以 得 到 xTy >y € R({x})。 

TT 是 对 称 的 ， 所 以 
xTy&»xTy fü yTx 
Dy ERUH fixe RGyp 
DRUH = RGyD, 
FUEMO ) 时 使 用 了 R 的 传递 性 ， 而 (<) 的 证 明 则 使 用 了 RR 的 自 反 性 。 
3uk, RAD) = Y RU) 着 4CX， 


我 们 定义 ATB&S RUD = R(B)。 则 4 是 个 -相关 于 有 的 ， 当 且 仅 当 包含 4 之 各 点 的 所 有 7- 
等 价 类 就 是 包含 之 各 点 的 所 有 -等 价 类 。 

现在 我 们 来 研究 L* 的 广义 的 不 分 明 的 等 价 关系 的 情况 。 我 们 说 入 ， GL" 是 等 价 的 ， 
当 且 仅 当 RO) = RGOD,. MERK ~pe 

我 们 定义 和 的 等 价 类 即 V (n EL Amu} 并 用 Ah 表示 之 , WEAN = Viu/ ROO 
RGQOH. 

命题 4.3 Al 7 RO), 

证 明 ，R:( 入 ) = ROA) ROEA], 
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dn€L'WBRO)-RGQO, Hasc RGO 8 us RO), A EXT RO). 


5. BÀ 


我 们 已 经 指出 ， 一 个 集 在 普通 集 论 中 的 作用 和 一 个 不 分 明 集 在 不 分 明 集 论 中 之 作用 相 


同 。 我 们 将 把 它 推广 到 一 个 不 分 明 集 的 商 集 上 。 
令 /R=f[AM]s| 入 EZ5}， 其 中 尺 就 是 上 节 所 述 的 不 分 明 集 L 上 的 等 价 关 系 。 RN 
H Allu] ROR p) (后 者 用 < 是 在 L* 格 中 使 用  , 定义 L*/R BAF, <o 


不 难 指出 关系 < 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
命题 5.1 (L/R, «o — 5E dS. 
WE. RHESDMOXCAHSEE A, Osee OLI, Jahres ELR, <) 中 既 有 一 
最 小 上 界 ， 又 有 一 个 最 大 下 界 。 
实际 上 VEN Ja 2 [YN-]*， 因 假设 xEL"， 则 
hV h ShA] Va€A 


RROA.) Vats 
RG)NRO.) 


= RA(V*.) 


ea2[v.], | 


ls. AD. = [ARAD], 


因 着 xE1L*， 则 
Exla KATA Ja < 会 [xj 和 [Ms VaEA 


*PRO)KRO.) va€^ 
«ROOSARG, ) 


e R(x) = RA G0 < R (ARO. >) 


之 cqs<[ARo.)] . 


Rz, R(AROS)&RGO.) — va€^ 
=R.) Vacs 
S [ARA], «3 v«c^ 
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e»[A805], «A3. 


注释 5.2 Pea, VOLI. =[VR(C》。)]s， 糯 似 下 确 界 的 表达 式 ， 它 有 下 述 结果 


定义 5.3 Hi LIE S LOQOO) T EXLL' /R 的 一 元 运算 ，*。 


为 了 方便 ， 使 用 符号 RO =R}. 
引 理 5.4 ReR/O)-R'O) KAEL 
> EA: R=R', AAH: 
RoR’) = R (GR! O0) 
= Nu t RWOLI ODY} 
= Niu t ROLSROOH 
4uzR'O», 得 
RG4) 9 ROO) RO), 
EE, RG! RO) 
x! RG' ) f x2 R'O), 
Bit, ReR'/O) - R'O). 
命题 5.5 ”一 元 运算 * RCOL'/R, <) Wu 
证 明 ，* 是 良 定义 的 而 且 是 单 射 ， 


因为 [A]#= CUSSL] = ER GO 


FRR N= ReR'(u) 
R'A =R) 
RO) Rip) 

e» Us 

* 是 满 射 的 : 


着 [XJn EL*/R, 则 CROI CA]. 
* 是 自 对 偶 的 
[AJL RA) 


SERRA )]a 
SAJ 

因为 RoR'R'O)=R'eR'O) 
={4R NR ODY ~ R=R-! 
= Vie : ROGO OAF} 
=V{p : RGOERO)) 
2RO). 
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BIR*OOSROO, 同时 ,车 上 满足 RGOSROO, M uRGO, ATA y «ROO, 
* 是 反 序 的 ^ 
Dau: e» RO)«RG) 
ROO) ZARGOH 


SA 


所 以 * EE CL*/R, «» 》 上 的 逆序 对 合 。 
定义 5.6 (L'/R, N, V, *» 是 一 个 不 分 明 集 。 
证 明 ， 只 需 证 明 广义 分 配 律 是 有 效 的 。 即 


ANY, mem] =y {Areo} 


及 其 对 偶 是 指标 集 ， 其 中 C$，A, 了 $YEC, 而 $(Y)E4，FYEC。 、 

此 种 证 明 是 将 命题 5.1 中 证 明 的 结果 进行 代 换 并 指出 《<L*， 八 ，V ，’》 是 完全 分 配 格 。 
我 们 将 称 之 为 不 分 明 商 集 。 若 无 混 清 的 可 能 ， 也 可 称 之 为 L* 的 商 集 。 

注释 5.7 Wong 在 [ 5 ] 中 得 出 了 一 个 ( 普通 ) 商 集 的 简单 的 不 分 明 形式 ， 这 原来 是 不 
分 明 商 集 。 

假设 只 是 普通 意义 上 的 X 的 等 价 关系 ， 而 X/R 是 普通 的 商 集 ，Wong 认为 从 工 的 普通 
积 运算 可 得 到 不 分 明 集 L “4*'， 我 们 将 指出 这 是 L/T HAH, Hh T 是 一 个 不 分 明 等 
价 关 系 。 

用 TO= VIGQO/xRY BIGEXT : LL. 

因为 xRy 适 于 所 有 xEX， 这 是 一 个 良 定义 的 映射 。 它 也 是 一 个 不 分 明 关系 。 

T^G) A/TA} 

= Nie/VxEX, Vin'GO/xRy EX (Goo) 
= Aiu/Fx€X, Fy € RGO, Mx)Sp(y)}, 
Jti Ex€X, Vy €RG), 
TOX»y)2 VG): y Rz) 
2VG)O : xRz) 因为 xRy 
ZXx)。 07 
FET CST, 根据 命 题 2.3， 
TST, WT--T. 

BA, AKTO) 

ITINI) = TETY) 

= V{TAXy)/xRy} 


=V [vocor Rz}/xRy | 


=V{AMz)/ 习 y MT xRy 及 yRz} 
=V{N\(z)/xRz} 因 只 具有 传递 性 
zTOXGX). 
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所 以 了 是 一 个 不 分 明 的 等 价 关系 。 
VA€LUOBIBAGOSXCxlO 〈 其 中 [xja= (y €X/xRy p) EX X€L'. 
MEASAR 定义 hs LL", A, VS >LT, A, V, t». 
还 需 证 明 是 一 个 格 的 同 构 。 首 先 我 们 证 明 T(AX) = 入 : 
TOM)(x)= VIMNy): xRy} 
2VÍIXCYTO : xRy} 
= 入 ([x]s) 
=Ma) 
LE- Ei 
AO) =h) mU: 2: 
—TO)sTO) 
一 = 
h 是 满 射 假设 LX]rEL*/T。 
根据 (XT 2 TOOGO 来 定义 上 EL。 
指出 ， 着 [X]* = [X]r*， 则 T[X] =T(A)， 从 而 上 对 于 任意 [X]* = [和 ]* 也 是 良 定义 。 
5 TG) iG) 
=p([x]n) 
=T(X)(x) 对 于 xEX， 
一 [h]r=[X]， 
一 Ah)=[X]r。 


A (Va) = Vhs 
^i» Dv], 
YD]. 


SYA). 
人 (AN )= AAC.) t 
(i) D], 


*[Arao], T= 


AU 
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-ARO.. 


h^) = 0))* : 
KAN SEM] 
-ITO ^ BA TO»-M. 
FK, TOAN) =A (x 
2 xa} 
z4XGO)^ 
= {TO) CY 
{TMP GO. 
Ji TO.) = 4TOOV^, K 
h ADUTI 


=A. 


6. 8 45 34 


在 第 2 节 中 我 们 研究 了 不 分 明 关 系 RR: L* 一 L"。 很 容易 看 出 ， 这 个 定义 能 够 拓 广 为 映 
SRI L>N， 式 中 《<L， 八 ，V，" > 和 《N， 人 ，V,，“》> 是 任意 的 不 分 明 集 ， 

根据 Xi>[AJs 定义 Ps 《ZLx， 人 ，V，'>-《L/R， 人 ，V， > 。 
那么 ， 

(1) P(O) =[0]a KA] FEZ 


(2) PÒ(yn)=YPAD, 


(3) P730 2 PAID. 
(1) 和 (2 ) 是 显然 的 。 下 面 推导 ( 3 )， 因 为 
P^ (02A EL'IP GO «DI 


= Aiu/Uo h ER Oh) 
= A(u/R(Q D) RR! OQ) = R^ O)) 
= Alu/ RID) SARODVY 
-RQ). 
因此 ， 


(P7 KEXIDI = {P R OD} 
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{RRO 
= {RO)}’ 
=RO) 
=P AJ). 
我 们 把 已 叫 作 与 RR 相关 的 射影 。 由 上 可 见 ， 它 是 不 分 明 集 函数 。 


定义 6.1 设 R 是 不 分 明 拓扑 空间 《<L*，F > 一 个 等 价 关系 ， 那 么 L*/R 的 商 拓扑 是 使 相 
联 的 射影 为 连续 映射 的 最 大 的 不 分 明 拓扑 。 
因此 ， 如 果 9 "是 商 拓扑 ， 

T a= AA] : P (LN) EF} 

-24DX3s : ROO € 7). 

了 "确实 是 一 个 不 分 明 拓扑 ， 因 为 已 -保持 下 确 界 和 上 确 界 。 

定义 6.2 TAB f : 《上 ，9 ?一 《(N， 有 是 开 的 ， 当 且 仅 当 FAXE 了 ，7 MEU, 

现在 我 们 根据 Kelley [ 9 给 出 一 个 定理 。 它 和 原来 的 定理 比较 更 精致 

定理 6.3 EL, 是 一 个 不 分 明 拓 扑 空间 ， 有 尺 是 工 x 上 的 不 分 明 关 系 ， 且 相 联 的 射影 
为 : PiL*, g)-L/R, Fr) 
那么 下 面 的 命题 是 等 价 的 。 

(A) P 是 一 个 开 上 映射 。 

(B) RR 是 一 个 开 上 映射， 

(C) R! 是 一 个 闲 映射 。 


证 明 ，4 一 >B. GAEL, PPOP ADRA). iA€S, COSHIRO) 
EF，， 由 P 的 连续 性 可 得 。 P-'(P(X))EF, 即 R(O)EF. 
B 二 >A, 对 于 和 MEF，R(N)EF，， 因 情 是 一 个 开 映 射 ， 即 P*!' PADET, 
由 定义 了 ,得 ，P(N) EF ks， 即 已 是 一 个 开 映 射 。 
B&C. 根据 命题 2.7 和 只 = 及-:， 利 用 R^ O) SER"! (和 /7)]/ 这 个 结果 。 
附注 6.4 C4L- 2 的 情况 下 ， 这 个 定理 的 对 偶 也 是 成 立 的 ， 即 这 个 定理 中 的 开 和 全 二 字 
可 以 互 换 。 


7. pg 


我 们 用 表示 四 重 《 (4)， 介 ，U ,，*》， 这 里 介 和 U 是 X 中 的 交 和 并 运算 ， 且 当 BE 
(A) 时 ，B* = AN|B'。 变 换 成 特征 函数 , SUE Cu. A V. T0, Khu 0627/7 
三 x,}，xs 是 A 的 特征 函数 。 

设 《<L*， 八 ，V，'》 是 一 个 不 分 明 集 ， 又 设 LEL*， 则 “ 子 集 h” 的 记 号 对 应 于 四 重 
Cay 人 ，V，* > 。 我 们 要 求 

(1) lEn A. V, * ERA, 

(2) 当世 = 2 时 变 为 通常 情况 。 


*204* 


ER, y,-0 € L'IV MACS, H, A*s Ap, BRERA 人 我 们 即 得 
A*= A Np>( Ve) A p=. 
很 容易 找到 工 = 1 的 例子 ， 这 时 A*>h， 即 在 这 种 情况 下 ,在 * 之 下 是 非 闭 的 。 
WRA kA’ 限定 Se, 如 下 ， 就 可 以 克服 上 面 的 缺点 ， 即 
.= {EL /Ap ku) 
={A,/A EL} 
式 中 和 ,= Ap)V AE’). 
则 O,* 2EOLAIDVQOAEDI' An 
SEA VuD)AG'Vuy)1An 
= (VAN 
= (MAEVE Au) 
20^5,€7,. 
定理 7,1 假设 《<L*, 八 ，V，'》 是 不 分 明 集 和 hEL", ROSAECL' B, X SA 
I VOGA&RD, LaS {Xs/ 和 AEL} 及 和 = OA a Blu As Vs TH 是 不 分 明 集 。 
ERA: ALA, V EREDE A La AVe) 也 是 完备 分 配 格 ， 因 多 ,在 八 
和 V 的 运算 下 是 封闭 的 。 
多 ,是 在 * 之 下 封闭 的 ， 还 需 证 明 * 是 v. EISUFX GO. 
* 是 单 射 的 ， 
Ato => NV ADV! AD = (AV VE) 
=>OVE DA VD) = GVa')AGVa) 
=LA Vu Au =A Vu JAn 
z»ONDVG/Aw) = AWV e Ap) 
=A, Xa 


* 是 满 射 的 ， ANDREA e 


*JEBXHBID. A SADIS OAN, = 入 。 

* 是 反 序 的 : 

A, x, RO AIDVG' Aa) GAa) V W Ap) 
=> (A Vu DAG VE YP Vu) A VE') 
LA VeA JARL Au Vu JAn 
=N AWV W AWS Au VG/Au) 


=A >an 
定义 7.2 05 Ns V, *) BIE L* 的 不 分 明子 集 上 4。 
注 7.3 假设 L= 2 和 4EL*， WALAN =%， 这 个 定义 可 以 转化 为 通常 的 定义 。 
车 L* 有 拓扑 了 ， 那 么 我 们 可 以 将 关于 不 分 明子 集 上 的 L* 的 子 拓扑 空间 定义 为 了 ,= 
{M/ET}. 
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注 7.4 因为 一 般 来 说 ，gp ,不 是 某 个 集 4 的 L* 的 形式 。 我 们 至 今 定 义 的 大 多 数 概念 必 
须 稍 作 推广 以 适应 该 结构 。 例 如 ， 一 个 不 分 明 函 数 必须 定义 为 吧 ， 此 处 到 是 一 个 不 分 明 集 ， 
而 不 是 定义 为 《<L*， 八 ，V ，“ > 类 型 的 不 分 明 集 。 


8. 结 ib 


虽然 不 分 明 集 的 不 分 明 点 在 参考 文献 [7 ] 中 已 经 定义 过 了 ， 但 是 它 不 具有 与 普通 集 论 
点 相关 的 布尔 特性 。 在 某 些 崩 况 下 ,这 种 所 谓 点 的 概念 ,可 以 不 必 明 确 地 使 用 点 来 加 以 定义 。 
例如 ， 我 们 在 第 4 节 中 已 经 指出 ， 保 存 逆 序 对 合 的 条 件 ， 对 应 于 单子 在 关系 下 的 象 仍 是 单子 
的 条 件 。 

在 探讨 不 分 明 集 论 时 ， 我 们 发 现在 普通 集 论 中 的 点 并 不 是 想象 的 那样 重要 。 


附 言 
当前 在 R.Lowen 的 著作 C11] 中 ， 改 变 了 不 分 明 拓扑 的 定义 ， 因 此 ，1。3 节 定义 (1) 
ER: 
CLV : AXE L tSBpG 36 URGERE T Ho 
根据 这 一 约束 定义 ， 常 值 函数 都 是 连续 函数 。 但 是 ， 不 分 明 拓扑 的 这 一 定义 ， 仅 仅 适 用 于 


工 x 形 式 的 结构 ， 并 不 适用 于 在 第 5 和 第 7 部 分 中 所 描述 的 更 为 普遍 的 不 分 明 商 集 和 不 分 明 
子 集 。 


Bo Ñ 


有 些 作者 已 经 研究 了 函数 和 商 集 的 推广 ( 参见 参考 文献 [1，2，5 ] ) ， 它 们 是 我 们 所 
引进 概念 的 特殊 情况 。 
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不 分 明 映射 的 不 分 明 唯 一 性 
S,Gottwald 


对 于 高 水 平 不 分 明 集 之 间 的 不 分 明 映射 ， 我 们 所 考虑 的 不 分 明 唯一 性 概念 ， 即 就 是 这 样 
的 一 些 不 分 明 函 数 ， 直 观 含意 是 使 一 个 如 此 的 不 分 明 函 数 f 之 域 中 “几乎 恒 等 ”的 元 ， 它 们 
在 f 下 必 有 “几乎 恒 竺 ”的 象 点 。 

其 表征 乃 是 这 样 的 不 分 明 映 射 ， 它 们 都 表现 为 实 〈 即 就 是 真 值 为 1 ) 的 不 分 明 单 值 或 不 
分 明 双 重 单 值 ， 且 对 于 那些 不 分 明 集 ， 则 成 为 实 不 分 明 单 值 不 分 明 映射 的 域 。 

最 后 ， 作 为 不 分 明基 数 的 一 个 应 用 ， 引 进 它们 的 排列 次 序 ， 和 与 积 ， 以 及 某 些 性 质 的 证 
明 。 


1. 序 言 


就 不 分 明 集 及 其 在 许多 场合 的 应 用 的 研究 上 说 ， 仅 论 及 “古典 ”事件 的 某 些 通用 的 不 分 
明子 集 ( 参见 [ 1,2 ] ) 但 对 于 某 些 问题 似乎 有 一 适当 的 论 域 ， 它 在 不 分 明子 集 的 形成 下 成 
为 闭 的 〈 参见 例子 [ 10，p。40，41 ] ) 。 在 这 种 情况 下 ， 凡 这 种 论 域 中 的 元 素 ， 显 而 易 见 是 高 
水 平 不 分 明 集 ， 亦 即 ， 不 分 明 集 之 部 分 仍 是 不 分 明 集 。 

这 种 论 域 的 构成 ， 以 及 集 论 上 高 水 平 不 分 明 集 的 性 质 我 已 在 [6 ] 与 [8 ] 中 研究 过 。 与 
集 代数 的 运算 一 起 ， 对 不 分 明 集 我 在 [ 8 ] 中 已 考察 过 不 分 明 映射 的 概念 ， 或 不 分 明 二 元 关 
系 ， 这 如 同 通常 对 应 概念 的 不 分 明 化 。 此 外 ， 剩 下 如 何 揭示 用 不 分 明 函 数 对 不 分 明 唯一 性 的 
理解 ， 这 将 在 本 文 加 以 讨论 。 

已 无 保留 地 在 D .Klaua 的 早期 论文 里 ( 如 [ 9 ] ) ,以 及 较 迟 而 更 明显 的 R。Giles 论 
文 [ 3 ] 与 论文 [ 5] 里 ， 已 经 意识 到 一 个 适当 的 构架 ， 这 对 扩大 不 分 明 集 论 会 有 相当 多 有 价 
值 的 逻辑 ， 并 称 为 不 分 明 远 辑 。 所 要 作 的 事 ， 要 较 之 L。A。Zadeh 采 用 不 分 明 集 论 与 古典 
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集 论 之 间 形 式 上 类 似 地 隶属 函数 记号 法 给 人 有 深刻 的 印象 。 此 外 ， 相 近 地 给 出 非常 自然 又 可 
能 深 的 慨 括 ， 例 如 对 于 Zadeh (参见 [ 11 ] ) 的 双 值 不 分 明 包 含 关系 ( 它 仅 只 有 真 实 或 不 真 
实 ) ， 到 多 值 之 一 为 “页” 且 有 不 同 真 值 度 的 开拓 。 此 处 和 别 的 情况 下 的 基本 点 ， 是 应 用 不 
分 明 集 的 真 值 隶属 度 ， 且 为 叙述 不 分 明 集 的 性 质 ， 则 首先 引进 双 值 ， 其 一 为 不 分 明 逻 辑 的 合 
式 公式 。 

上 面 提 到 的 古典 集 论 与 不 分 明 集 论 之 间 的 类 似 情形 ， 现 在 常用 下 述 方法 ， 例 如 包含 在 两 
种 情况 下 之 集 被 描述 成 公式 ; 

Vx(x€ A-—x€B), 

该 式 在 古典 集 论 里 有 通常 的 意义 ， 其 中 逻辑 符号 E 在 不 分 明 集 论 中 必须 被 解释 为 属于 不 分 明 
xm. 

现在 ， 有 了 启发 我 们 如 何 定义 不 分 明 映射 唯一 性 的 不 同 线索 。 如 像 古 典 集 论 中 那样 ， 一 
个 不 分 明 映 射 严 乃 是 不 分 明 序 对 的 一 个 不 分 明 集 一 一 两 个 域 中 元 素 的 〈 不 分 明 ) 坐标 理解 为 
属于 ( 某 些 度数 ) 下 的 不 分 明 序 对 。 因 此 ， 按 我 们 的 论点 ， 可 以 尝试 着 由 下 面 表 达 式 定义 不 
分 明 唯一 性 ; 

(xi, Yi) EFA Ga, yi ) EFNX, = 21y, =y: C1) 
该 式 可 解释 成 一 个 不 分 明 逻 辑 公式 。 它 是 接近 [ 6，8 ] 关于 不 分 明 集 论 的 主要 原理 之 一 ， 那 
个 “几乎 书 等 ”元 素 也 必须 表现 为 “几乎 同一 ” 。 因 此 ， 这 里 发 生 的 问题 是 ， 关 于 (x,，,y1) 
之 某 些 x, 是 否 与 XX“ 几乎 恒 等 ”? ARO) 是 不 能 作为 任何 回答 。 于 是 我 们 改变 该 公式 ,并 
考察 更 为 复杂 的 一 个 式 子 ， 
(xi) EFN Cx yi) EFANX1 = xit yit Ys 

该 公式 之 末尾 ， 在 形式 上 似乎 明显 地 附 予 了 不 分 明 唯一 性 的 一 个 定义 。 仅 有 一 点 困难 ， 
那 就 是 如 何 解释 在 多 值 逻 辑 中 的 结合 问题 -一 因 对 每 一 个 都 有 两 种 可 能 。 因 此 ， 我 们 认为 开 
始 讨论 的 共有 四 个 可 能 的 结果 一 一 最 后 集中 在 一 个 上 。 


2. 预备 知识 
在 研究 中 ， 我 们 习惯 以 = 表 恒 等 和 E 表 隶属 而 为 一 次 逻辑 。 不 分 明 逻 辑 (s) 连续 的 规定 
为 : 
' SA 人 = min(sst), s Vit =max(s,t), —^s- 1-s, s>t=min(l,1- 
(G-70), set21-|s-tl, sAst=max(0,s+t—1),，sV:t 2 min(1,s*D, UURIV, 


己 规定 为 下 确 介 和 上 确 介 。 如 像 真 值 集 一 样 ， 我 们 认为 WV。=[0,1],， 和 WV。= (k/m-110 
<K<m-1}，, 其 中 >2 (hk=2 时 则 给 出 古典 逻辑 ); 而 L。， 工 ,是 以 真 值 集 所 。， 太 而 言 
的 不 分 明 逻 辑 。 俏 车 考察 这 些 逻 辑 中 的 任意 一 个 ， 只 举 到 (或 L)， 则 V+ 就 是 WV 和 {0}。 

不 分 明 逻 辑 的 合式 公式 (wff)， 是 接 和 党 法 由 逻辑 常数 人 ，V 3， 八 :，V:， = mem 
V, 3, Vu, S. M 表 不 分 明 元 素 之 级 一 参见 下 文 ) MEZARA, =, x, C, 
URET a, b, c, =, x, y, 关于 不 分 明 元 素 建立 的 。 今 用 [万 ] SEES AUR HE XC 
值 ， 若 要 述说 不 分 明 逻 辑 的 一 个 合式 的 公式 吾 〈 强 凋 厅 具有 真 值 ， 是 为 了 证 明 厅 ) ， 我 们 指 
H Hls. WARE ‘Har , GD'SECOHAIH ) 的 缩写 。 

不 分 明 集 的 类 M， 是 从 U , 元 素 集 R(0) 用 累积 法 ( 见 [6 ]) 构 造 的 ， 它 们 本 身 都 是 非 不 
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AR, JURA WITEXUAE E. E-MUR(QO. FRAR T R I I R M: Vuo 
= infxew…， 及 习 *… = supxew…， WE, 37532K., 2HRS, X CRORADEBRIAES.C 
是 不 分 明 秩 关 系 ( 见 [ 6 ] )。 对 于 不 分 明 集 4，B 则 有 : Am B - stVx(xeA**xeB),ACB= 
aVx(xe4>xeB), A=B= a AxBA 人 (ACBA 人 ,BC A)。 不 分 明 序 对 具有 性 质 
<a, b» =<c, d» wa=cN bed 

对 于 不 分 明 逻 辑 的 每 个 合式 的 公式 条 (X) ， 把 它 理解 成 一 个 不 分 明 集 ,而 { x1H(x) 上 是 使 
不 分 明 集 4 对 每 个 a。 EE 具有 ae 4**H'a)。 对 于 各 个 a€ EE 和 +EW 不 分 明 单子 表 为 Dal. 
= { x1x=a 八 2t}， 特 殊 地 是 [ol] = [ol ,对 于 不 分 明 集 的 集 M， 我 们 设 UM = sc {xl uy 
Gce y) } 。 一 个 不 分 明 集 4 的 生成 元 ， 是 一 个 具有 不 分 明 元 素 集 E 和 Tt: EW 所 成 之 对 
(E, 1), 而 且 使 得 4= U1 ixl olxEE}. 

一 个 不 分 明 映射 严 是 一 不 分 明 集 ， 它 存在 着 不 分 明 序 对 的 不 分 明 单子 的 某 些 集 MH， 且 具 
有 FF = UM。 此 外 ， 严 -:= {x13y3z(x=《y, z> /u Gn 了 >e 开 ) 上 ， 和 已 CAD» 
{xl SyG e AA y 3€ F) ) XO) = {x1 Sy Go £F) ) 与 县 (F)= {yl 3x (Cx, 
y 已) } 。 倘 若 巨 只 含 不 分 明 序 对 ， 则 严 有 一 满意 的 生成 元 ( 互 ，r ) 。 

所 有 这 些 概念 已 在 [ 8 ] 中 引用 ， 而 更 多 的 概念 均 在 不 分 明 集 论 中 出 现 。 

例如 不 分 明 包 括 握 之 传递 性 的 性 质 是 

AC BA; BCCC—- ACC 

今后 ， 用 符号 口 标记 证 明 的 结束 ， 而 之 ， 八 ，V 在 古典 逻辑 中 标志 着 推断 、 一 般 化 和 特 

殊 化 。 


3. 不 分 明 映 射 的 唯一 性 


如 引 论 中 所 述 ， 首 先 认为 不 分 明 唯一 性 可 能 有 四 种 表述 。 同 法 我 们 要 引进 一 对 一 函数 概 
念 的 不 分 明 化。 为 此 目的 ， 设 1， 在 [ 1 , 2 ] 内 变化 ， 下 常 为 一 个 不 分 明 映射 。 
定义 3.1 对 于 任意 i， j, 令 
Ca) Uniy(F)=aVxVyVurv( (x, JeF: ly, DEF)A;x&y-uzv), 
(5) Unt? «Uni, (FA Una, F. 
PXL, HAH #ERMH A H ， 立 即 给 出 不 分 明 连 接 关系 
aUas 0D 
Uni D uuo? Umm P 
亦 即 ， 在 该 图 表 中 的 每 个 不 分 明 连 接 关 系 具有 值 1 。 我 们 也 有 同一 的 图 表 常 用 Un IUE 
Un。 在 所 有 这 些 情形 下 ， 通 常 仅 是 单一 的 不 分 明 连 接 关 系 ， 而 不 是 不 分 明 双 连接 关系 。 
推论 3.2 HFEF, WE 
CDU n:s C)eF xV yFuV vC ue F AQ EF D) A um xy), 
Gi)Un(t22G)eUnt(22 077». 
证 明 。(ii) 是 显而易见 。 对 于 (i) ， 注 意 任意 不 分 明 元 素 x， 7 这 件 事 ( ISI), VU 
Ge Fely, e F, [1 
推论 3.3 HFEF, MA 
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CDU nipa GO) e VxvyVuyv( ue FA: lyve F)--Gesy-eumo)), 
Gi) Unt2G) e vxvyVuyv(Gcsae FAGe Fo Gm yerum), 
证 明 : 按 照 不 分 明 远 辑 , 由 于 定义 3.1(a) 和 推论 3.2(i) ,如 应 用 下 面 合式 的 公式 是 有 效 的 ， 
Vp A.V x$ G)eF x (p(x) A G9, 
GA; mx) Ge Gi), 
(G7 Q3) Ai Gy (x) (Gy (ex). OI 
下 面 ， 我 们 仅 研究 这 些 不 分 明 唯一 概念 之 一 :，U n:,:。 这 就 给 出 不 分 明 函 数 概念 的 最 
大 扩充 。 此 外 ， 迄 今 更 多 的 结果 对 于 这 种 情况 都 是 可 知 的 ! 例如 ， 存 在 一 个 集 的 通常 对 角 线 
的 不 分 明 化 一 但 不 是 一 切 不 分 明 集 的 不 分 明 对 角 线 具有 Un;,; 以 1 为 值 的 性 质 ， 然 而 对 于 
这 种 不 分 明 集 仅 只 U n; , :的 一 个 特性 是 可 知 的 ， 即 是 该 不 分 明 集 的 对 角 线 具有 Un:,: 以 1 为 
值 的 性 质 。 在 后 面 ， 我 们 只 用 Un，Un YRU, UnG. 
定理 3.4. 设 I 是 一 不 分 明 元 素 集 ，(a,) ,es 和 (b;) ,e+ 是 不 分 明 元 素 族 ， 同 时 (+,),e: 是 
一 个 真 值 族 ， 并 认为 
Fz=U{({(a, bol,li€l). 
则 有 
CF iE GG Atia Ha Vb =bi) UnC F), 
GF iV Cc Atila Ha V b mb; ) Naa V bí 5b) Un C), 
ERA: 首先 我 们 引进 一 些 缩 式 ， 并 写成 ; 
eG 代替 t Atata Vib: =b, 
中 Gojixsy) RE (riy) =la b JAN ly:) =la b). 
ROLAR Vy Vx V yis WEERA BUCHIEUEB] 
ViV joG, DF) x y oe FAsGa ye FAx Ex yEy). 
但 按 严 的 规定 ， 常 有 
《xyy)e Fe 3 kx, yoQ b As, 
于 是 ， 我 们 必须 证 明 
Ba 3,OOF M Mo GSP) Ai Gol yx y) A Act Aix xy Ey), 
显然 ， 对 于 每 个 k，1ET 和 一 切 不 分 明 元 素 xy,x:，y7:y7: 能 足以 证 明 
PDA P Gslix y) Asi AatiAaxim xi t Y 1 82. 
由 于 不 分 明 逻 辑 ， 可 从 上 式 知道 
Pk DAAT) Ha Vb mb, 
总 是 有 真 值 1 ， 因 此 足以 证 明 
(ax ska, V bimbi) Ab Gol yx 3) Asxi xam Y EY 
WEI. La,*a, ] & [ b,5, ] ， 现 在 显然 是 
串 (e1xyy) 一 ybx 人 :ya 一 biy 
倘若 我 们 能 证 
br=b NY Ebr iy =b, Asxim xit YI Ys, 
H, RUERSEHDT UE), [IXJRORAPBITUS dA PEE IO — 1 LEE ACC 
WEI. [ ox 去 ol ] > [ bx 三 b, ] ， 应 用 那个 式 子 ， 则 有 


(k,lsx,y) XarN\2X: a, 
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倘若 能 证 
arho, AiximacAix ma, Aix Exit Y 1 Ys. 
时 ， 就 算 完成 了 证 明 。 
但 
[ara NiX Ear A: 7a, Ax = ] & Lacsa Aa] = 0. 
于 是 ，(i) 的 证 明 算是 完成 。 对 (ii) 仅 只 再 加 上 逻辑 规则 即 可。 a 
推论 3.5 对 任意 a b. Un'" CDD, 
命题 3.6， 对 不 分 明 映射 天 ，CG， 则 有 
Ci) (FEG):-=(Un(G)-Un(CF))， 
Gi) (CFEG)!-(Un'? (3) U a? C), 
证 明 ，(i) 让 我 们 用 U( 严 ,CG) 表 示 合式 的 公式 
(xi y 06 F AsGasy 08 GNixvm xim yim yi) 
i4 GOV x Vx y Vy ， 因 此 ， 由 不 分 明 逻 辑 
FCGG--F)(Q(QG,G)- U(G,F», 
b FEG—>(V)(U(G,F)>U(F,F)), 


事实 上 
(G- 9) ViGoTD Ai PASÓ: 
是 一 不 分 明 命题 逻辑 的 永 真 式 〈 见 [7 或 [ 5 0 , ^ BORA UR CR IO e RE, RA 
(FEG):-=(D)CU(G,G)-=UCF,F))， 
且 再 由 不 分 明 逻 辑 ， 所 得 
(FEG) UG, G=), F), 
就 是 (i) 式 。 
(i 让) 应 用 (i)， 事 实 是 FEGemF~!EEG-!， 以 及 不 分 明永 真 式 
ih DAG p PA pep A Y) 
便 可 证 得 。 口 
定理 3.7。 HEF, WA 
Un(F)eFV AG. DUF- ! Q»C A. 
证 明 ， 不 分 明 像 点 的 定义 (£8 ]， 定 义 7.1 ) 与 严 -! 之 性 质 ， 就 对 每 个 不 分 明 元 素 x 给 出 
xe F D QF-!) D(A 3y Sz(y e ANiG 326 F AiG, € F). 
因此 ， 我 们 必须 证 明 
UnCF) eV, AV xF yz(yE ANilz,y)eF Nbzsx)e Fx e A), 
在 古典 逻辑 中 ， 欲 证 这 个 不 分 明 等 价 性 ， 须 证 两 个 不 分 明 蕴 话 关 系 。 我 们 应 用 下 面 的 缩 
S. Vxyz 代替 VxFyVz，(W) IE Vx Fox F yi ys (OH) G8 3x 3x Iy, 3y:， 
Pr Ca,b,c d ) RE a,b» e FAsGS De F, 
(->)、 因 为 Un(F) 与 4 无 关 ， 我 们 只 需要 证 明 


UnQO-F HUF- ! (Q»€4A, (1) 
然而 按 不 分 明 逻 辑 它 都 等 价 于 
Vxyz( DUP yii Nx 181) 
NPr lzy zx) NY E A>x € A). (2). 


我 们 选取 任意 不 分 明 元 素 a,6，c， Hibxioxice, yiob, vicc, SË 
(pr(e,b,c,a) >as=b)N\pr(c,bsc,o) Ab e Aa € A, 
但 从 下 述 二 式 
(ps Gb, c.a) amb) N: Prc, b,c,a)-racb, 
4 二 5b 人 :bs A*ae A, 
则 有 ( 3 ) ， 于 是 证 得 了 (1 ) 式 
(e) 我 们 必须 证 明 
Vy AV xyz( 四 (zyyyzyx) 人 ye 4xs4d) 一 Un(F)， 
或 等 价 式 
(GP) 习 w4 习 xyz((r(zyyyzyx) 人 :ye Ax € A) 
NPr Gn 1x Y D Audi mS YD 
我 们 再 选取 任意 不 分 明 元 素 a, b, e, Es 
A7U], x=d, yb, z= 0a。 今 若 有 式 子 
(Pr(a,b,a,d) Abe [bl-rd e [51) 
IQ 5G, b,c,d) ^;a&c--bzd, 
则 (5 ) 被 证 。 上 式 等 价 于 
(qr(a,b,a,d) >d=6)N\sPr(a,b,c,d) 人 a=c*b=d, 
但 对 于 不 分 明 序 对 
azce(a,d)s(c, d) 
从 而 有 
ascN\:lc,d)e F—(a,d)e F 
且 又 有 
a=cN:9r (,b,c,d)-- 9, (1ayb,a,d) 
于 是 得 到 (6 ) 式 ， 随 之 就 有 (4 ) 式 。 于 是 据 (1 ) 和 (4 ) 二 者 便 证 实 了 本 定理 。 
命题 3.8。 HEF, G, WE 
Un(F)A:Un(G)> UnG., F) 
证 明 ， 如 像 [ 8, 定 义 6.8 ] 的 推论 ， 对 于 不 分 明 元 素 4,b， 则 有 
32a(a,2)e FNALz,b)e G)-»(a,b)e Co 下。 


(5) 


anepo nerra 3,7 证 明 中 的 (VY)， 以 及 六 xi xs Vy Vys 之 缩写 (V')， 则 有 


Un(F) 人 :Un(C) 
OD Gor Gasy ixi D Aaximx m ym yi) 

AO) Gr maa m Op Gr X 938) Y 70 Y 4883 
OD G7) (9r Gn 3 15xi 3 D Aaxi mxicty 18m 

Nay =y I his 0031831) 
VD) (p Gr 3 192 D Aix x 

ccn isis 507191) 

VIF) Gy Gn yix D Aexim xi Ae ge Ori XY 70 EY 
>Wy Kye FAsQiyDeG) 

As 3ys(Gu y De FAiQu ye G Aixumxi ty my) 
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UnG., F). 
今 由 不 分 明 曹 洱 的 传递 性 ， 就 得 到 了 命题 之 结论 。 口 
而 对 应 于 结果 中 的 Go F 则 失效 ( 见 [5,p.118] ) 。 
推论 3.9 HEF, G, WA 
Un G)A Un 1 G)- Un (Go, F) 
证 明 ， 由 不 分 明 逻 辑 和 定义 3.1.b， 则 有 
Un (FJA Una Gr Un FA Vn GA Un FW) A UnG). 
今 用 命题 3.8 ACG, F) = F*,G^' CRC8 10 这样 一 个 事实 , 便 可 得 证 。 口 
命题 3.10 对 于 每 个 WA 
Un(F)eFaVxVy(xe F (GaDAiy c F'Hal x=y). 
证 明 ， 令 R 标 记 该 不 分 明 等 价 式 的 右 方 。 按 照 不 分 明 像 点 的 定义 ( 见 [ 8 ] ) ， 则 有 
xe F! (fae Su(u&aA, x)e F), 
因此 ， 当 9* 具 有 像 定理 3,7 证 明 中 的 那样 时 ， 则 有 
ReVaVxVy VuVv(qy Qus x,7, y) A:uza/assv-ex& y), 
ME, XRfl4EJH: umaA.aemo--ume, KHRacu, 则 给 出 下 面 = A: 
， UnQ-R, RUn(F)。 口 
引 理 3,11 对 于 每 个 不 分 明 集 4， 则 有 
3a ID 3) -V x V y (x € ANsy e Ax y). 
证 明 ， 选 取 任意 的 ac ， 而 有 
CAG [a]) ! —F x(x e 4-0x 9a) A.V y (y e Ay =a) 
—VxV y Ge 4 人 :ye A-0x8a/ia2 y), 
SH: xmaAamy-xmy, 5j (a! Wk: EDUIBLEBDIUR 口 
命题 3.12 ”对 于 每 个 ， 则 有 
Va3b(F H Aa DEHE), 
证 明 ， 使 用 命题 3.10 和 引 理 3.11 可 证 。 口 
定义 3.13 ”一 个 不 分 明 函 数 当 且 仅 当 [ U n(F) ] = 1 时 称 作 不 分 明 映射 已 ， 然 而 当 且 仅 
当 [ Un 人 ‘(FR) ] = 1 时 ， 则 称 作 不 分 明 双 映 射 。 
现在 希望 给 出 不 分 明 函 数 和 不 分 明 双 映射 的 特性 。 


4. 不 分 明 函 数 的 特性 


下 述 考虑 有 用 于 引进 已 上 测度 的 概念 。 我 们 设 
pla,b) = sr[a 去 5]。 
引 理 4.1 〈E ,p) 是 一 测度 空间 。 
证 明 ， 对 于 一 切 不 分 明 元 素 4，b， 技 照 三 的 定义 当 上 且 仅 当 a=b 时 , 才 有 [a=b]=1， 
也 只 在 这 种 情况 下 ， 才 会 有 p(a,b)= 0 〈 也 可 见 [ 6 ] ) 。 显 然 常 有 o(a,b) = plb,a)。 最 后 
当 且 仅 当 


[as=c] 和 [ao=b]+[b=c] 一 1 
时 ， 有 
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p(a, c)&p(a,b) + p(b,c) 
而 当 且 仅 当 
[ao=b 人 :0=c-osc]=1 
时 ， 它 常 为 真 。 口 
用 同一 法 定义 
p'(a,b) =ar Lab] 
CE, p' ) 也 是 一 测度 空间 ， 而 对 一 切 不 分 明 元 素 o，b 
p’ (a,b) < p(a,b) 
ZWE o. p' VL T 为 最 大 距离 ， 且 在 已 的 每 个 元 素 具有 相同 秩 的 子 集 上 它们 相 一 致 
测度 空间 已 ,o' ) 是 完备 的 ， 但 (已 ,p ARE CE, p ) 中 一 个 无 极限 的 哥 西 序列 
已 在 [8 3 的 定理 3,9 的 证 明 中 构造 出 来 。 
下 理 4.2 设 不 分 明 元 素 a。, bH b — a , 则 存在 一 个 不 分 明 元 素 c 使 得 O plac) 
=p' (a,b), 
证 明 ， 首 先 假定 存在 如 此 x € |a| 以 致使 得 [x] 口 o。 今 选取 y 具有 y 口 x 和 p(x,y)=1， 
亦 即 [ y 三 x ] =0, 考 察 真 值 := [x ca 3E c7 bU EY AR pas) = p Ca b) e, 
VOBCE EVE SCHEBI — A x IEEE PER a 和 一 不 分 明 元 素 xe € lal ZZ PERI GG) (e VLC 
使 得 ，U {[xi] 1 之 a} 口 a。， 而 对 每 个 :人 a 有 6b 一 x+， 以 及 当 E<t<a 时 ,x4 呈 xe。 现 
在 选取 一 个 常 使 x: 口 y4 与 p(x:，y:)= 1 的 不 分 明 元 素 序 列 (ye)ek。， 以 及 符合 0 < po^ 
《qa,5b) 之 真 值 !。 则 对 于 c=bU1U (Dr E Esa EH a C) e 53 plac) =p (a,b), 
第 三 种 情形 是 a=$。 于 是 5 是 一 U .元素 ， 由 此 p'(a,b)= 1， 且 能 选取 c = [1b]。 C] 
ERIM. 已 知 任意 不 分 明 元 素 a,b,c,d , 则 存在 不 分 明 元 素 xix Y E Rs 
Ci) playx1)  pGc x2) + pGxi 0) = pa,c), 
Gi) p(y1,b) + p(b,d)+p(d,y2)=p(y Y 22» 
Gii) p(a,xi) 2 p(b, y SpG,xi) 2 p(d.yi)» 
Gv) pGa xi) 7 0 或 p(y1,y2)= 1. 
证 明 ， 若 有 p(a,c) = 0 或 p(b,d) = 1 时 ， 我 们 就 取 xı =a, x250, y, =b My =d I 
可 。 所 以 ,我 们 假定 a 36 ec， 亦 即 o(a,0)7-0 与 PC(b,d) 关 1 。 
SE e, Esa, b, c, d 之 生成 集 。 我 们 先 建立 >， 和?， 
WEI, FERH y ECE: UE. wA 
Domdj- 1 - |Eyeeb]1- Lyoedil. 
不 失 一 般 性 ,我们 可 假定 [y。eb] 之 [ y。e d ] ,因此 有 
[b=d]= 1 - Ly, eb] Cyo ed]. 
今 欲 要 [ yEy] < [b=d ] ， 因 此 设法 得 [ yo。e y1] 之 [yoeb] 与 [yey:]<[y。 
8 d]， 但 必须 记 住 


Lyo eyil- Lyce b]&p(a,c) 
和 建立 的 y 1 一起， 对 yl 也 有 

[yoed]-[yo sy:<p(a,c) - o(b,y 9. 
所 以 , RRM 6-Ly,ebViasclfü yi -bUiDyeles HE 

Yo € Xy € bV ; asc, 
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要 建立 y,， 我 们 须 得 更 谨慎 些 。 要 策 [ y. ey: ] 尽 可 能 小 , 则 在 y 中 不 足以 给 出 
ye 使 有 较 小 的 隶 度 值 ， 但 也 许 有 某 些 别 的 z€ 1dj 在 y. 中 如 同 在 d 中 会 有 较 小 的 隶属 度 
值 。 在 每 种 情形 下 ， 它 必须 是 [ ze y: ] <[ y。s y: ] + [ z 帮 y。] ,该 式 与 [ y。= > 人， 
2z5 ys 一 yoe ys ] = 1 等 从 否则 TERREN [I yo ey: ] 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 我 们 选 
取 
[zseyz]=min([y。ey:]+[z 寺 yo，[zyd]) 
而 且 
[yosysi]=[yezsd] 一 min([Cyoed],p(ac) 一 Pb) 
和 
` plb,y1)=min(p(la,c), Ly, £5) 
一 起 ， 我 们 通过 基本 变换 
ztyyeztdA Gy VY. e dAl EbV: a co). 
则 把 这 个 不 分 明 等 价 式 右 方 的 真 值 标记 成 +(z)。 于 是 我 们 设 
2a=Uffzlitan !z€ Eu. 
BR »icd. (£ ys 口 d 的 情形 下 ， 设 := ys， 在 ya 一 d 的 情形 下 ， 按 照 引 理 4.235 取 一 
个 y:， 而 引 理 4.2 的 证 明 指 出 ， 就 是 使 [ yesys]= [ y。e y，] 这 样 的 办 法 而 言 是 可 以 
选 到 y. 的 ， 按 照 这 种 证 明 也 照样 有 [ y 1 二 ys ] = [yi=y:]。 
我 们 的 构造 法 导致 
[ys=b]=1-[yeseyi]+[yesb]。 
[yis=d]=1-[yoed]+[yoeyi]。 
由 此 有 
p(byD)=[yesyi]-[yesb] 
p(d,yi)=pld,y:z)=[yosd]-[yosya]=[yesd]-[yosyi]。 
但 我 们 也 有 
[yseys]=1-[yoeeyi]+[yesy:]， 
所 以 按 y。 的 选 法 而 得 
PCyiyb)+pbd)+pd yi)=Pyiya)。 
情形 2 。 不 存在 y。€ 已 :U 已 ,使 得 
[b=d]=1-l[yesb]-[yosd]l|。 
这 仅 当 玉 = 所 。= [ 0，1 ] 时 是 可 能 的 。 但 是 ,现在 却 存在 着 玉 ,U EE。 之 元 素 序列 (y D e 
使 当 
t=1-|I[yieb] -Lyied]l 
时 ， 这 个 真 值 序列 ( +，) ,4。 为 严格 单 凋 碱 ， 且 其 极限 是 [b 三 d ] 。 此 外 ， 我 们 可 假定 : (a) 
每 个 序列 ([y; es 6]) ,6。，([y $e d]) ;4。 都 有 一 极限 ，(B) 不 失 一 般 性 可 有 


lim Lybeb1 limt yled], 
CORE iC o, Dr eb 1» Lyt ed]. 


现在 ， 类 似 于 情形 1 选取 y. Mya 特殊 地 ， 可 使 那里 的 仍然 有 效 。 我 们 设 6,= [yie 
bViascl5 
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xicbUiU (iyisls.li co). 
以 及 真 值 

1(2)= LzedAiViGz ys V: (yo e dA £bVsame)) 1 
x 

ys= Uttzlccolz€ Eu) 
[RR yiCd, Eyd 的 情形 下 ， 设 y: ys， 在 情形 ys 一 gd 下， 按照 引 理 4.2 选 取 y: 。 
而 引 理 4.2 的 证 明 指出 ， 就 是 使 得 [ys ys] = [yiey:] 与 [y=ys]=[y1=y:] 
之 法 而 言 也 可 选 到 y: 的 。 
今 按 构造 法 有 
plbsy)= limLyteyil- lim yseb], 


pld,y:)= limb ysed] - 


im Lyseyi, 


因为 二 极限 lim[ yisyi] 与 lim[ yey: REE, 此 外 
pO ys limLDyiexilclimDyieyi] 
由 此 推 得 
pr o0 *p(,d) *p(ld,y7o(yo»0 
按照 yi,y， 在 两 种 情形 下 的 构造 法 ， 象 是 得 一 推论 : 
pyiyb)+p(d,yz)=min(p(ayc)，1-PCbd)) 
如 此 (ii) 得 证 。 我 们 也 有 Pb, y «p ,c)5 pld, y D &p(,c) - pG, y1) 
让 我 们 从 xy x+: 的 构造 入 手 。 对 x1 希 望 有 p(a,xi)+p(xiyc)= p(a,c) 与 P(a, xi)= 
p(b,yi)。 所 以 我 们 试 对 具有 [ zea] > [zee ] 的 所 有 已 知 zEE,， 就 x 而 言 隶属 度 di 
[zea] - p(b, y D, 但 对 这 些 z 必须 满足 [zex,] 之 [zsc]。 


因此 ,我们 设 
i (roy Vee 当 且 仅 当 [z e a]2Lz e c] 时 ， 
Ega 
AEG eaViyisb)Aizec], HANH [ze aj<[zec] 时 ， 
HX 


xi = Utfzlrtan lz€ FLU ES). 
按照 构造 法 ， 对 每 个 2EE,UE, 有: 
I[ze aJ- t(2)|=min(olb, y), |[z sa]- [zec]l), 
HX 
1(2)2[28 x1]. 
这 二 个 事实 的 第 一 个 是 显然 的 ， 对 第 二 个 假定 相反 ， 让 x。，z。E€ 1UE, 使 得 
1G X xomz Así 1G]. 
假若 r(zo) 生 [ze ca], WA 
Exo £a]2L2o £a 2x c92912 1G 
因此 推 得 
[xo £a]- t(x0)>Lzo eaN\sxo=30] 7 [C292 ^ 16 929] 
z[z £a] t Exoz0]7 17 C122 * Exo 217 D) 
= [zo ¢ aJ- 10) 
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所 以 据 第 一 个 事实 
Lze £a] - 1(2)) 905, y D» 
即 是 
[zeso-tr(ze)=[zozgo]-[zosc]， 
因此 得 tizo) = [ze e c]。 刚 才 
OG xs zo Atl] =c], 
是 相反 的 。 在 +(z。)>[z。e o] 的 情形 下 ， 由 +(z) 的 定义 则 有 +(z。)<[z。e c]， 因 此 又 
Tx) xomzo Arz. € cSLxo € c]; 
是 再 一 次 相反 。 如 此 则 有 r(z)= Ez 6x11. 

二 事实 同时 给 出 p'(a,x:)<p(b,y,)。 ME BEAR pla, xD, y), WFF 
每 个 z2EE1UEs， 有 |[zs a] 一 +(z)|= |[z eaJ- Eze c]l, 因此 pla,c)<p(b,y1); 相反 
的 话 ， 则 o'(Ca xi) = P(b,yi)。 现 在 ， 按 照 引 理 4.2 选 取 x, HEHA p(a,x1)=p'(a,x1) 

按 x; 的 构造 ， 对 于 每 个 2EE1U ,我 们 规定 

T fI sec 人:y:sd)Vizsxi]， 当 且 仅 当 [z ec]2[z e xi] 
PT te cehoitDAs exi 当 且 仅 当 bzec]<[zexi] 
且 设 
xi? U {izlen lze E U Es} 
如 同 对 xi 的 方法 ， 能 证 得 p'(c,xs)= o(d,y,), MARME plez) = pCeo x) 3 
p'Gái x1) 7 P(xilyxa) 的 xz。 由 构造 法 显 有 
p'Ca,x1) * p'CGxi x3) € p'Cxs ,c) ? p(a,c), 
于 是 (i1)(iii) 成 立 
又 证 (iv ) , BUE p(x1,x:) 尖 0， 亦 即 o'i xs) 大 0， 
现 有 
0 «p(x,,xi)7» plasc)— (plb,y1)+ pd,y1)) 
=p(a,c)—- min(p(a,c), 1 =plb,d)), t: 
则 得 p(b, y) *e(d,ys)7 1 7 p(b,d)*3pC y ys)? 1. o 
定理 4.4 一 个 不 分 明 映 射 下 是 一 个 不 分 明 函 数 ， 当 且 仅 当 F 有 一 适当 的 生成 元 ( 玉 ,+ ) 
使 得 : ` 
V «a ,bYV (c, d) (1((a,b) ) A1 x(€0,d) )>aHeV bmd), C1) 

证 明 ， 假 定 ( 1 ) 成立， 则 由 定理 3,4 了 是 一 不 分 明 函 数 。 现 在 ， 假 定 ( 1 ) 对 下 的 任意 
适当 的 生成 元 不 满足 。 因 此 ， 我 们 可 选取 不 分 明 序 对 ka,b》，《cyd》EE， 及 F 的 任意 生成 元 
〈E,r)， 使 得 

LC éa,b))A:1(X5,d))-naskc V ,bed)« 1, 


亦 即 使 得 
Ex(G,5))^11(65,d))]2 max(Casc], [b=d]). (25 
条 件 ( 2 ) 是 等 价 于 à 
Ex( lab) ) As Ted) )]>Lb=d], (3) 
[rt(Ca,b)N2t(lesd)) Namc]>0., (4) 


的 结合 式 。 对 于 这 些 不 分 明 元 素 a，b，c，d， 我 们 认为 Xiv xe Yis Va 能 使 得 引 理 4.3 的 
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《iD 一 (iv) 是 真实 的 。 
又 考察 真 值 
t=[Cx1,y1 D> e FAY) e FAx Sx yEy] 
假若 指定 + < 1 ， 此 证 明 将 可 告 成 。 但 因为 有 
LG ym Gb Asa bI 1? e FJ, 
[x2 y 5m, d) Nate, d) «LG: y: € F1 , 
就 足以 证 实 : 
E13 12842, b Aa: y a) G0, d) Axim xs As 1((a, b) Aís1(C60,d)01 > [y= 
y4] 因 此 用 s=[t(《a,6)) 八 :rl《c,d))] 时 ， 必 须 证 明 
min([a=x1], [b=y1]+min([c=x:], [d=y:])+[x=x:]+s-3>[y1=y:], 
该 式 等 价 于 
max(p(a,x,), p(b,y,) * maxC(oCo,x:), pld,y:)) 


*pGu xi) s - Dye yi. (5) 
因 (5) 是 
playsxi) + (xi, xi) + pOxs,c)- s - Ly im yide C6) 
的 充分 条 件 ， 且 也 是 
p(b, y) * pid yi) eo, 7s c Ly im yid. (7) 
的 充分 条 件 。 公 式 《6 ) 与 
[y1=y:]<[ascA\:s], (8) 
等 价 ， 且 公式 (7 ) 与 
[b=d]<[x,=x: 人 2s], (9) 


等 价 。 

Bona. xis Yi Ya 的 取 法 ， 则 有 ，p(x,x:)= 0xXoCyi yi) 7 1, BRA x 0m 
xils 1, 或 [y ,三 y1]= 0. Elx mx] 1 情形 下 , (9 ) 是 (3) 的 结果 在 [ yim: 
= 0 的 情形 下 ，(8) 是 (4) 的 结果 。 为 此 对 于 (5) 的 每 种 情形 ， 该 定理 的 第 二 部 分 得 证 。 D] 

推论 4.5 ”一 个 不 分 明 映射 F 是 一 不 分 明 函 数 ， 当 且 仅 当 ( 1 ) 式 对 F 的 每 个 适当 的 生成 
3X CE,) 保持 真实 。 

证 明 ， 假 定 〈 1 ) 对 F 的 每 个 适当 生成 元 真实 ， 则 下 是 一 不 分 明 函 数 ， 这 是 因为 存在 着 下 
的 一 个 适当 生成 元 之 故 

否则 ， 设 F 是 一 不 分 明 函 数 ，《 E,t ) 是 F 的 某 适 当 生成 元 ， 由 此 《〈 1 ) H1. EE 
照 定理 4.4 的 证 明 ，F 是 一 非 不 分 明 通 数 。 此 为 一 矛盾 。 a 

推论 4.6 一 个 不 分 明 映 射 F 是 一 不 分 明 函 数 ， 当 且 仅 当 

VaVbVcVd(a,b) e FAsc,d) e Fra#cN\ bed), 

证 明 ， 应 用 所 存在 的 函数 +， 使 得 (|F| LET ,+) 是 下 之 一 适当 的 规范 生成 元 。( 此 处 E* 
是 一 不 分 明 序 对 类 ， 应 用 定理 4.4 可 证 。 O 

推论 4.7 ”一 个 不 分 明 映射 严 - :是 一 不 分 明 函 数 ， 当 且 仅 当 开 有 一 适当 生成 元 ( 巨 ,r) 使 得 

V ala, bV sed) «(2,55 ) As (€e,d))--ame V ibd), ao 
且 又 当 且 仅 当 (〈 10 ) 对 下 的 每 个 适当 生成 元 也 为 真实 。 
证 明 ， 用 定理 4,4 和 推论 4.5 可 证 。 [n] 
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推论 4.8 ”一 个 不 分 明 映射 六 是 一 不 分 明 双 射 , 当 且 仅 当 此 有 一 适当 生成 元 CE v0 使 得 
V «(a5 bV ie dX(t (Ka, b>) A: 1(€6,d))-- Case) V ,besd) 
A:la=cV bd), (Ol 
HOS ELS C110 对 下 的 每 个 适当 生成 元 为 真实 。 
证 明 ， 用 不 分 明 逻 辑 ， 定 理 4。4 以 及 推论 4.5 和 4.7 可 证 。 口 
对 于 定理 4.4 之 条 件 ( 1 ) 像 推 论 4.6 的 处 理 法 ， 当 避免 论 及 生成 元 时 ， 也 可 把 最 后 两 
推论 的 组 成 给 予 简化 。 


5. 不 分 明 集 的 对 角 线 


定义 5.1 不 分 明 集 4 之 对 角 线 ( 4 上 的 不 分 明 恒 等 映射 ) 规定 为 
Id A7 ur{xl3y(y e AN:x=(y,y))}. 
它 是 不 分 明 映 射 。 
命题 5.2 ”对 于 每 个 不 分 明 集 4， 则 
i) Ud AY! 2IdAy 
ii) Und ADU n? Qd A» 
iii) BUS CE v) RURAL AIC — HEC, 就 有 IdA- UE, 20 ci la€ E). 
证 明 ， 证 明 是 直截了当 的 。 口 
定理 5.3 设 若 ( 天 ,r ) 是 不 分 明 集 .4 的 生成 元 , 则 对 角 线 Id 4 是 一 不 分 明 双 射 的 必 充 条 
件 为 
V aV kb sa) As 1(b)-7as&b V amb), (2) 
证 明 ，1dA 是 一 不 分 明 双 射 当 且 仅 当 它 是 一 不 分 明 函 数 。 此 外 ,已 知 (下 ,+), 对 于 1d.4 的 
一 个 适当 生成 元 ((Ga,a», *(a))la€ E)((Xa,a)|a€ E), {(<a,a), x(a))la€ EY), WA 
定理 4.4 可 证 。 [n 
再 如 最 后 部 分 里 ,(12) 对 .4 的 一 个 生成 元 为 真 的 必 充 条 件 是 它 对 4 的 每 个 生成 元 都 为 真 。 
推论 5.4 7Td4 是 不 分 明 双 射 ， 当 且 仅 当 
VaVb(a e 4 人 :be A>a#bV a=b) 
证 明 ， 显 而 易 见 。 O 
推论 5.5 ”考虑 不 分 明 元 素 c，b， 则 
i) Jd[a,b] 是 不 分 明 双 射 ， 当 且 仅 当 acm b V Lab, 
ii) 可 以 选 得 这 样 的 a,6 以 致使 Jd[a,b] 是 非 不 分 明 双 射 。 
证 明 ， 据 定理 5.3 知 i ) 是 显而易见 。 
对 ii)， 设 是 满足 0 <s< 1 的 真 值 ， 并 选取 适合 [ o=b ] =s 之 a, b， 则 由 定理 5,3 
可 知 1d[a,b] 是 非 不 分 明 函 数 。 üu 
推论 5.6 LAXE Id AE— ATUS, CE 10 为 4 的 生成 元 ， 且 (yx sex 是 一 
个 具有 x2zey,myi xz € E ) 的 不 分 明 元 素 族 ， 则 不 分 明 映射 给 为 
U{Ix,yzlsezlxE 巨 )。 
证 明 ， 用 定理 5.3 和 定理 4,4 可 证 。 口 
定理 5.7 ”对 于 每 个 不 分 明 集 4，71d4 是 一 不 分 明 双 射 的 必 充 条 件 是 存在 一 个 不 分 明 双 
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射 具 有 多 (F)= A. 
证 明 : 2$ 7d A 是 一 不 分 明 双 射 ， 显 有 (1d 4)= 4。 因 此 可 假定 那个 F 是 一 不 分 肖 XC 
AH, TROC A, 今 对 每 个 a, b, W 
ac AN:b € A> Sc 3d((a,0) € FA:4b,d) £ F) 
— Sc 3d((a#bVc=d)N, (a=bV ic#d)), 
REAA) 4 与 U OPZ. Bf 
Ca#bV ic=d)N Ca=bV ic#d)>aHbV a=b; (13) 
车 当 [ a 起 b ] 之 [ c=d ] Wi C13) 等 价 于 实 式 
cd A,azb-raseb V 10=b; 
H3i [ab] [ c=d ] NJ C13) 等 价 于 实 式 
a*b/AcsEd-asSbV ab 
因此 
a£ ANib e A> Ic Bd(asb V a=b) 
-raskbV amb, 
于 是 由 推论 5。4 推 得 7d A 是 不 分 明 双 射 。 口 
推论 5.8 ”对 于 每 个 不 分 明 集 A. Id A 是 一 不 分 明 双 射 的 必 充 条 件 乃 是 存在 着 一 个 适合 
ALF) = 4 的 不 分 明 双 射 已 。 
XEBB. 应 用 推论 3.2(ii) 有 ， 邹 ( 亚 -:)= 8CF), UREM 5.7 可 得 证 。 口 
最 后 定理 暗示 所 有 不 分 明 集 类 ， 其 对 角 线 是 不 分 明 双 射 ， 在 现在 的 情况 下 所 考虑 的 也 可 
能 是 独立 的 ， 如 像 不 分 明基 数理 论 的 发 展 。 
定义 5.9 ”把 所 有 对 角 线 是 一 不 分 明 双 射 的 那些 不 分 明 集 4 的 类 记 成 M*。 
命题 5.10 ”对 于 每 个 不 分 明 集 4， 则 4€ M* 之 必 充 条 件 是 存在 着 不 分 明 元 素 a, b 满足 
[ae AN:be Al>[ awbV.o=b] 
证 明 ， 由 推论 5.4 显 见 。 a 
如 早先 ， 今 把 附 有 4 条 1M* 为 特征 之 条 件 作为 对 于 .4 的 任意 生成 元 来 处 理 ， 不 详 述 了。 
命题 5.11 对 于 不 分 明 集 4，B， 设 若 4EB，BEM*， 则 A€M*, 
证 明 : 应 用 命题 5.10 可 证 。 口 
命题 5.12 ”对 于 不 分 明 集 4，BEAM*， 
i) 落 当 [ Sx(xe AN\:xe B)]1 2 0, WI AU,BEM*, 
ii) AN:BEM*, 
iii) Ax, B€ M*, 
证 明 ，i) 考 虑 任意 元 素 a,bE14U BI. BË a, b€ | AL d a, b€ [BI 时, 则 无 须 证 
明 ， 而 若 a€14|1,bE1B| 或 a€18|，bE14I 时 ， 即 刻 得 [ae AULBAsbe AUB] =0; 
因此 由 推论 5.4 得 AU.BECM*, 
ii) 显然 4 ,BE A 应 用 命题 5.10 得 证 。 
iii) 不 分 明 元 素 o，b5，c，d 按照 不 分 明 笛 卡 儿 积 4x .BL 见 [8 ] ] 的 定义 ， 并 使 用 
Guy/ipi)AiGn Ng ) Gn As Ai Gp Aid) 
则 有 一 不 分 明 命题 逻辑 的 重复 ( 见 [7 ] ) ， 
(a,b) EAX.BNilc,d) EAx,B>(a€ AN b€ B)^sCC€ Aid EB) 
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—(a€ AA:c€ A)A, (bE BA;d € B) 

—(ascV ,amc) A, (Gd V bed) 

—(GazcV ,bed)V acA bred 

77 (ab) C, d) V , a,b) s 6c,d). 
因此 由 推论 5.4 推 得 4x ,BEAM* O 


6. 不 分 明 集 的 不 分 明 等 价 性 


今 用 不 分 明 双 射 对 不 分 明 集 规定 不 分 明 等 价 性 的 概念 。 通 常 某 些 不 分 明 双 射 的 存在 是 关 
键 一 等 价 传递 性 是 一 不 费力 的 推论 。 但 在 现在 的 情况 下 ， 虽 有 推论 3.9， 然 o, 却 无 相应 的 
结果 ， 在 另 一 方面 ( 见 [ 8 ] ) , 对 于 不 分 明 映射 到 代 法 选择 o , 比 o, 要 好 得 多 。 因 此 不 分 明 等 
价 性 的 特点 在 于 不 分 明 双 射 的 某 些 有 限 序列 的 存在 ， 这 就 消除 使 用 o ,的 麻烦 ， 保 存 了 传递 
性 。 
定义 6.1 设 kor 是 不 分 明 双 射 的 所 有 有 限 序列 类 ， 对 于 每 个 下 = (f 1,…,f,)Ekor, 4 
Q(F)= Difi, Z(F)= 1R (fn), 
且 对 《fi,…f，)，(g1,…,gm) E kor, MG 
(fif tC quo nsge) eu fisol agis ga). 
BR, kor 是 包含 全 体 不 分 明 双 射 ( 与 长 度 为 1 之 序列 等 同 ) 以 及 关于 定义 6,1 中 乘法 
的 最 小 类 ， 此 外 ， 对 严 Ekor iati QU, ZUF)€M*; B3 FF, Fi€kor ff, 
FiFi FoFi Fi) Fa Bit, 在 下 述 定义 中 用 递 推 法 是 恰当 的 。 
定义 6.2 ket 是 不 分 明 一 元 属性 , :ket* 在 kor 上 。 对 每 个 不 :分 明 双 射 / 具 有 真 值 
11 LketCf)] 7 Cket*C/)17 1 并 对 每 个 FEkor， 规 定 
ketC Fef) = ket F)A1ZCF) 8 GG), 
ket*CF* f) 7 a ket F)A4Z(F)C 8C). 
推论 6.3 XI—UF,, Fi€kor, WA 
i) ket(F,*F )esket Fi )Aiaket (FAIZ EF  )8QUE 1), 
ii) kett F, F ,)*ket*CF j)Aisket*CF ))A:ZCF EQ(F,). 
证 明 ， 显 见 。 E 
推论 6.4 ”对 不 分 明 集 4，B， 则 有 
A~B= ,1 3rorF(ket(F NALQCF NAN: BoZ(F)), 
AXBz 4 Ire Fiket FN ASQ) AZIF EB), 
定理 6.5 ”对 不 分 明 集 4，B， 则 有 
i) A&Be Zro, F(ket F)A ASQ(F)INZ(F)EB), 
ii) A&Be 3X(A~XN:XEB). 
证 明 ，i) 因 AR QUF)- ACQUF ) 5 ket F jeket FOREM, FEO) 部 分 显 而 
易 见 。 现 在 指定 任意 实数 5> 0 , GEGOICHGEIRF RF = (Gas f ABE 
IL4x B] - Lket* F)A 4KQCF)A;ZCF)C B]1 5. 
引 一 简略 的 记 法 符号 ， 下 面 是 对 每 个 不 分 明 映 射 五 的 规定 ， 
H° =ar U {KEYI cx raem Ixy) € JHI), 
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以 及 对 每 个 不 分 明 M 又 有 
H} M= (HNA Mx ,8CH)*, 
毫 不 费力 的 ， 可 由 这 些 概念 证 得 ， 
U nCH) U nCH*), 
UnCH)eU nCH } M). 
REF, M 
gicafitab 
giri=af iat GO 1<i<n 
定义 G =(g1,…,g,), 显 然 GEkor ,此 外 ,名 (g1)= DONAS DDED aa) 
NRI) BitER 906 AU ;)。 为 此 按 gi 的 选 法 有 
AG 1 ) Aw 9 (9), 
且 对 一 切 1<i<n 
9( IED (fir) Rg)IED i)e 
从 而 
R 0&9 ,Rg ND gi). 
因此 ACQUE) ARQ(CG) 5 ket*CF) -> ket(G)。 因 为 又 有 Z(G)EZ(F)， 则 得 
[As B 3x,,G(ket(GIAN 4 48QUG)A:Z(G)E B) ] 2 1 -8, 
于 是 (i) 之 (一 ) 得 证 。 现 在 (ii) 也 是 一 易 得 的 推论 。 口 
推论 6.6 ”对 不 分 明 集 4，B， 则 有 
i) A€ M* FA~ AS A A? 3X(A~X), 
ii) A&B—»A€M*—» 3XGA& X). 
证 明 ， 由 定理 6.5 和 相应 的 定义 可 证 。 口 
推论 6.7 ”对 不 分 明 集 4，B，C， 则 有 
i) AxB- A B-- A&B, 
ii) A—B-*B— 4, 
iii) A~BA:B~C>A~C, 
iv) CAR BA.B—C)V CA BABRC)--A—C, 
证 明 ， 由 推论 3.2 (ii) 与 相应 之 定义 可 证 。 口 
推论 6.8 ”对 不 分 明 集 4，B,，C， 则 有 
i) ASBA:BC>ASC, 
ii) (A~BA:B<C)Vi(A&BN\:B~C)>A<C, 
证 明 ， 由 定理 6.5 O 
推论 6.9 对 不 分 明 集 A, B, C, WA 
i) Ax. B~BX. A, 
ii) AX. (Bx.C)~(Ax.B)x.C, 
证 明 ， 应 用 推论 5.6 O 
3186.10 i 4EM? 与 不 分 明 双 射 f ， 令 
ÍL A= ar Uiz), C92 yera, zean ly VEISIEJAI 
WW [1.4 是 一 不 分 明 双 射 ， 且 具有 -多 (f 1.202 (xA S (1:4) 8)x.4, 
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WEBB. Hifp 4 的 定义 ， 可 得 知 该 映射 的 一 个 适当 生成 元 。 利 用 推论 4.8; 并 考虑 不 分 
明 元 素 x;,y:，z:(i= 1 ,2 )， 当 应 用 于 f 和 Jd4 时 ， 则 推论 4.8 给 出 
(Cx1991) ef Nz1e A) AiGo, ys? ef Nz: £ A) 
cO y Def AíGa yi ef )ACGi e ANs2: € A) 
Gn mx Ey OA Gas yim y AíGamziVizisiazi) 
> Lxi zi m OG az MIO Or 222)) 
AaCGa zi Gui ViOrezi m Oriz:»). 
又 由 推论 4.8 f 1, 4 是 一 不 分 明 双 射 ， 此 外 
Bf .上 ,4)= Ut IGo2)0 c rer zeni Ixy) Elf 152E |Al} 


= U{Ixsz>]rxegttin,zeallxEdolfl 与 zEl41} 


-9)x.A 
由 x, 的 定义 ， 此 处 dol f | 是 |f 1 的 径 典 域 . 同 法 有 RSLAS) A. 口 
命题 6.11 ”对 不 分 明 集 A, B, C, D, W 
4~CA:B~D--4xiB~CxiD。 
证 明 ， 对 不 分 明 集 A, A^, B, ETE 
4~4 Ax BA! x GB, 
因为 由 于 该 命题 带 来 之 便 ， 选 取 任意 实数 0 与 =(f，,…,f，)FEkor 且 使 得 
IEA—4'] - Eket F)A Aw QUF) A ZCF) 41] 6, 
设想 G=(f 1 上 4B,…,f,L18)， 由 引 理 6,10， 则 GEkor。 E: x, XFER C LCS] 
之 命题 5.5 ) ， 对 每 个 1<i<n 则 有 
AmQUP)--Ax ,BeQUF) x .B, 
A! s ZCF)--A' x B ZCF) x B, 
RONDS DARS 0x BEDS 41) XB 
因此 由 引 理 6.10 
ket F)-ket(G), 
同时 由 于 QUG) 2 QUP) x ,BSZ(G) ZU) x B, 也 有 
LA^ A! ket G)A Ax  B&SQUG) A ZCG)R A! x .B]2 1 75. 
所 以 ( 14 ) xr. ü 
命题 6.12 〈 工 .,n 有 限 )。 对 不 分 明 集 A, B, C, D, WE 
4~CA 人 :8B~D--4X:B~CX:D 
证 明 ， 可 在 最 后 的 证 明 中 继续 做 下 去 。 但 须 得 利用 [ 8 ] 之 命 5.6 代替 5.5 O 


7. 不 分 明基 数 


根据 推论 6.6 和 6.7， 则 一 在 M* 中 是 一 不 分 明 等 价 关系 。 但 因 M* 是 一 独特 类 ， 可 知 
一 在 M* 中 的 等 价 类 是 非 不 分 明 集 。 如 此 ， 当 前 情况 在 古典 ZF 集 论 里 接近 一 致 。 有 不 同方 
法 去 克服 那个 困难 ， 例 如 定义 基数 为 原始 的 ( v。 诺 疾 曼 ) 序数 ， 或 者 每 个 集 MM 之 基数 ， 像 
是 所 有 最 低 秩 集 的 集 等 价 于 M。 
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很 难 见 到 如 何 把 第 一 次 提 到 的 接近 于 不 分 明 集 一 般 化 。 较 易 的 设想 是 第 二 种 之 一 一 般 
化 ,特别 是 因为 我 们 已 经 有 不 分 明 秩 关 系 C。 但 可 异 ， 假 若 在 该 第 二 法 里 定义 ( 由 于 秩 受到 
限制 ) 不 分 明 集 4，B 的 不 分 明基 数 Card A, Card B， 那 么 ， 很 自然 的 性 质 

A~BeCard A~CardB 
却 遭 破坏 ， 因 此 必须 产生 别 的 逼近 。 

我 们 记得 的 这 种 办 法 ， 范 畴 论 有 时 是 见效 并 有 重要 类 别 ， 某 些 相 应 领域 的 应 用 。 在 古典 
集 论 中 ， 举 如 领域 都 是 和 难得 接近 的 那些 秩 集 R(A)。 因 此 ， 我 们 也 假设 那个 》 将 是 难 能 接 
近 原 始 序 数 ， 并 设 

V*5 M*(RO), 
ROO L6) 里 定义 的 那样 ( 还 可 参见 [ 8 10, RE VIRAR, —73EV* 里 的 一 个 不 
分 明 等 价 关系 一 一 这 个 关系 的 等 价 类 选 为 不 分 明基 数 。 
定义 7,1 对 每 个 不 分 明 集 4EV*， 令 
Card 4= a {XEV*A~X}. 
Card =4r{Card A| A€V*), 
推论 7,2 ”对 不 分 明 集 4，BEV*， 则 有 
Card AgCard BerA~B. 

证 明 ， 由 定义 7.1 可 证 。 B 

对 于 每 个 mE Card 和 各 4AEV*， 当 m= Card AM, RITE 4 为 m 的 表示 式 . 因 AE 
V*， 而 由 4~A， 则 每 个 mE Card 有 一 表示 式 。 进 一 步 ，4 是 m 之 表示 式 的 必 充 条 件 为 
[Aem]=1, 

定义 7.3 ”对 于 一 切 m，nE Card 和 一 切 M，N EV*， 当 m= CardM,n=CardN 时 , 今 

m€n- u MSN, 

据 推论 6,8， 该 定义 与 m，n 之 表示 式 的 选取 无 关 。 

命题 7.4 对 一 切 不 分 明基 数 m，n，YE Card, WE 

i) Cardg< my 
ii) m&n--mxn, 
iii) m&nA;nEi-nEs, 
iv) GnenAín Vs GIunA;ng 1) mt, 

证 明 : 据 定义 7.3 以 及 推论 6.7 和 6.8 可 证 。 口 

特别 地 ， 据 命题 7.4(ii) 则 知 < 在 Card 中 是 一 自 反 的 不 分 明 关 系 ， 因 此 是 一 不 分 明 拟 
序 ( 见 [4] ) 。 但 入 是 非 不 分 明 部 分 有 序 化 ， 因 为 Cantor-Bernstein 定理 的 不 分 明 化 JL 
解 受到 破坏 。 从 这 点 看 ， 让 我 们 选取 真 值 1 了 EW*， 与 不 分 明 元 案 ( 古典 ) R M 的 一 个 
序列 (Ms)x<-， 且 使 得 适合 天 < 吕 的 每 个 Me 具有 : 

x,y EM:>[x=y]=s 
且 对 K ,，K :<%， 在 K, 尖 KK 的 情况 下 
xEM, My €M,, o Exe» ] = 0 SL xOy] = 1. 
认定 
A= U tix xz V(OX€ Mi cei 
BzUfbdlc V(GcEMic Dhe 
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XGMRRAR A = (x I Ves xX€ Mic SB! = Ix I Ve CX € Mi OF. MER M E 
ATRABPRSEFEUECF)- A, A&(F) = B， 而 古典 映射 F'-(GoyrLGoy» e F1-7 1! 
却 有 do( 正 :)= A! SRgCE) - BP'; SF RARAIRERUN, MFI- 1 映射 。 

但 因 每 个 不 分 明 双 射 与 每 个 <x,y, > 具有 Co y 2€ F] = 1，i=1，2， 则 由 推 
363.35, D mn] Dy ,三 y:]。 因 此 ， 按 Mr 的 组 成 ， 存 在 着 非 不 分 明 双 射 F 具 有 多 (下) 
=A, B» CF), 此 外 还 4<B 和 B<4. 

所 以 存在 着 m，nE Card， 例 如 m= Card A, n- Card B, HE 

Umszn^ nim men] < 1 

其 次 ， 可 在 card 中 定义 通常 的 算术 运算 。 

定义 7.5 对 m，n Card 表示 的 M，N， 令 

MG. N= ,,Card( M x. N), 
命题 7.6 对 于 m,n, r, p € Card, WE 
i) m9n&mO9,n, 
ii) mQ. nen. m, 
iii) mQ. (nQ. r= (mR: 09. ps 
iv) men/Nir S p--mQ. r SnD. p, 
v) m&n/Nir& p*mG. r<n®. p. 

WEB. Hio. x, ~ETA, [nl 

更 需要 关心 的 是 Card 中 加 法 的 规定 。 

3187.7 ”对 于 来 自 不 分 明 元 素 集 了 上 V* 中 之 不 分 明 集 的 每 个 族 ( 4, ies, 存在 着 来 
自 于 V* 的 一 个 不 分 明 集 族 ( B, ) ,et， 且 使 得 

Ai~B:, ixj»|B.nIB,I-ó i jEI 
证 明 ， 选 取 一 个 来 自 于 VV* 的 不 分 明 元 素 族 (a,) ,et， 且 具有 i*j>[la 0a] 0 与 4 一 
ai, 常设 
B, = VIRKE) calx€ 14.10). 
显然 ， 常 有 BLEV**sisej» IBLIDnIB, 126, Xi 
FUK, xa) aea pa lE lAl 
449(f 02 A.S9(f ,)=B,， 且 由 推论 3,3 RIAL fi 是 一 不 分 明 双 射 。 ü 
引 理 7.8 ”对 于 不 分 明 集 A, A’, B, RR 1400181 7 L47101Bi 745 W 
A^ A! - AU , B A' UB. 
WEN. 选取 任意 实数 5> 0 S F=f, sf 0€ kor 且 使 得 
ILA4— 4^1 - Eket F)A A QUF )ASZCF) A! | C6. 
像 那 证 明之 末 的 构造 法 ， 能 构造 一 个 不 分 明 集 B* 与 一 不 分 明 双 射 h， 使 得 ， 多 (h)=B, OD 
=B*,，|B*|N141=1B*1N14’1=$， 且 党 有 IB*|INig(f.,)1=1B*1N12(f Dl =p. 

设 g:=f UdB* 与 G=(g1,…,g.)。 显而易见 ,，Q(G)=Q(F)U1B* 与 2(G)= 
ZLF)U ,B*。 此 外 ，g: 常 是 一 不 分 明 双 射 ， 为 此 ， 由 推论 4.8 与 f:，1IdB* 都 是 不 分 明 双 
射 的 事实 ， 可 证 

(asc) e f :N:<b,b) e 1dBw-=(a 去 bVic=D) 人 (ao=bVic 夫 b)。 
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又 有 充分 理由 证 明 
<ac) ef 人 :bs B-raskb/^ cb; 
此 由 B* 的 选 法 保持 真实 。 因 此 CE kor。 今 易 得 
ketCF)--ket(G), 
Mith A&QCOF)--AU.B&QG)5 (Fx A! ZO) A! UB, WA 
LA—A'-—AU,B*—A' U,B*121-5. 
按照 入 的 选 法 ，JdAU ASIA U ,h-' 都 是 不 分 明 双 射 ， 因 此 有 AU LB AU BUS A'U, 
BA'U,B*. 为 此 ， 最 后 仅 只 使 用 推论 6.7 即 可 。 ü 
定义 7.9 AUF m, n€ Card 与 表示 式 MM，N 且 满足 IMININ|=$, 4 
m*n7 4; Card MUN). 
对 于 一 切 不 分 明基 数 ， 该 定义 是 正确 的 和 行 得 通 的 。 
命题 7.10 对 于 m，n，r，bECard， 则 有 
i) m*nzn*m, 
ii) mtn r)&(On nr, 
iii) mR. (ntr) (mD n) * (mOr), 
iv) m&n/Nir& pmren p, 
v) m&n/N,r&p-emr&n p. 
在 此 基础 上 ， 可 在 不 分 明 集 论 中 进一步 开展 基数 计算 ， 但 我 们 在 此 不 这 样 作 。 


8. 结束 附 记 


在 第 一 水 平 ( 集 ) 上 ， 我 们 的 所 有 概念 与 通常 的 相合 ， 像 在 不 同 的 论文 里 根据 不 分 明 课题 
的 介绍 ， 只 需要 我 们 假设 那个 U ,元 素 便 等 式 仅 有 实 值 零 和 1 。 但 这 是 一 仅 有 的 特殊 情形 , 关 
于 接近 我 们 的 是 ， 大 体 上 ， 不 分 明 人 恒等式 的 不 分 明 否定 在 U ,元 素 间 仅 是 一 个 以 最 大 距 离 为 
1 的 测度 。 

在 高 水 平 上 ， 这 件 事 更 困难 ， 但 主要 的 概念 是 很 自然 的 ， 属 于 “几乎 一 样 ”的 事 都 是 
“几乎 全 等 ”。 对 于 运用 在 人 类 学 上 的 这 个 观点 一 一 不 分 明 恒等式 的 应 用 一 一 似乎 是 起 促进 
作用 的 。 
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紧 承 集 下 方 图 形 与 不 分 明 集合 


P,E, KLOEDEN 


原文 摘要 

在 局 部 紧 度量 空间 XX 到 单位 闭 区 间 7 映射 的 函数 空间 中 ， 通 过 它们 在 Xx 了 中 紧 承 集 下 
方 图 形 ( Compact supported endographs ) 间 的 Hansdorff 距离 定义 了 度量 , 证明 
在 这 一 度量 下 的 收敛 性 等 价 于 这 些 函数 的 承 集 在 Hansdorff 度 量 下 的 收敛 性 外 加 对 函数 值 
的 两 个 限制 条 件 。 义 中 非 空 紧 子 集 在 Hansdorff 度量 下 形成 的 空间 ， 借 助 于 其 特征 函数 可 
嵌入 到 上 述 空间 中 去 。 初 步 地 探讨 了 上 述 结果 在 不 分 明 集合 论 和 不 分 明 动态 系统 中 的 应 用 。 

主要 术语 

下 方 图 形 (endog raphs ) ，Hansdorff 度量 ， 嵌 入 ， 诱 导 不 分 明 拓 扑 。 


1. 9| 言 


AcwHe T GEOUÉE PA HERZ RD b, (ROS SL PR CS] 了 PORE REI LRL OPER 
特别 是 在 X x 工 中 具有 非 空 紧 承 集 下 方 图 形 的 函数 空间 ， 其 度量 可 借助 于 承 集 下 方 图 形 间 
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的 Hansdosff. 距 离 来 定义 。 在 [3] 中 作者 将 利用 这 一 空间 以 及 它 的 性 质 来 建立 一 种 基 本 
状态 空间 六 上 的 不 分 明 动态 系统 理论 。 

本 文 的 结构 如 下 ， 第 2 节 急 述 预备 性 的 定义 和 结论 ， 第 3 节 证 明 本 文 的 主要 定理 ， 即 
Xx .中 非 空 紧 承 集 下 方 图 形 序列 的 Hansdorff 度量 收 伍 性 等 价 于 六 中 其 相应 函数 紧 承 集 
的 Hansdorff 度量 收敛 性 外 加 对 函数 值 的 两 个 限制 条 件 ， 第 4 节 讨论 上 述 函数 空间 的 基 本 
性 质 ， 第 5 节 讨论 上 面 结果 与 空间 X 上 不 分 明 集合 间 的 关系 。 


2 .预备 知识 


， 设 (X,d ) 为 局 部 紧 度量 空间 。( C,h ) 以 X 的 所 有 非 空 紧 子 集 为 元 素 , 其 Hansdorff 
度量 hh 定义 为 
hCA, B) =max{h*(A, B), h*(B, A)}, 
其 中 
h* (A, B)=max{d(a, B)la€A) 
dla, B) »min(d(a, b) lb€B). 
设 I= [0,1], DRE X I 上 的 乘积 度量 ,定义 为 
DG, ri), Ga, r2) max { d(x1, x), Irni-ril). 
BR, CX x1, D) 也 是 局 部 紧 度量 空间 。 若 刀 表 示 盛 x7 上 非 空 紧 子 集 间 的 Hansdorff 
度量 ， 其 H* 3H 的 定义 方式 类 似 于 甩 h 
dao XI ÈA X HENI, VI ARIES ERK. 函数 的 承 集 ( support ) 是 
义 的 子 集 ， 记 为 
supp = (x€X|a (x)>0} 
函数 的 下 方 图 形 (endograph ) 是 尤 x7 的 子 集 ， 记 为 
En enda = {(x, D€XXII4GO)2 r). 
函数 以 承 集 上 的 下 方 图 形 C supported endograph)， 或 者 简单 说 承 集 下 方 图 形 (sendogr 
-aph ) 定义 为 ， 
send.d - end. f) supp x I. 
注意 ， 溺 县 仅 当 .< 在 XX 上 是 上 半 连 续 函 数 时 ， enda EX xI OMF 集 。 同 样 ， 当 且 
仅 当 在 XX 上 是 上 半 连 续 ， 并 且 supp.4 是 克 的 闭 子 集 时 ，sendvd 是 Xx7 上 的 闭 子 集 。 当 
Bi séance x. 上 是 上 半 连 续 并 且 suppxA 是 XX 的 紧 子 集 时 ，send.d 是 Xx 了 的 紧 子 集 。 
dC GER sendaé 为 Xx7T 上 非 空 紧 子 集 的 那些 函数 -d : X> WHE, RAG fr 的 
说 表示 在 XX 中 上 半 连 续 并 且 suppad 是 六 非 空 紧 子 集 的 那些 函数 :XX->1 的 全 体 。 以 后 
将 仅 就 6 中 的 函数 进行 讨论 。 
现在 来 证 明 一 个 有 用 的 引 理 。 设 S, (4) 表示 局 部 紧 度量 空间 ( Y，m ) 中 子 集 4 的 m 邻 
域 ， 即 
S,(A)= {y€YIm(y, A)<n}. 
引 理 在 局 部 紧 度量 空间 CY , mO 中 设 4 是 闭 子 集 ，B 是 紧 子 集 。 AD BÓ. WERE 
nanta, B)»0, ÈE 
S. C0 5. (B) =6. 
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X ADBes, WxHEdE e> 0 存在 0=m(4，B，s ) > 0 使 得 
S, CO fl S. (DES. ANB). 
证 ,车 上 述 不 存在 ， 那 末 当 AD Bo 6 时 对 于 n= 1,2, 3, FE 


x ES 000 S.D, 


YANB+ 时 还 可 进一步 要 求 
xS. (ANB). (2.1) 
因为 (了 ，m ) 是 局 部 紧 的 ， 有 是 紧 的 ， 因此 存在 一 个 整数 NN 使得 , (B) 是 紧 的 。 由 于 


AERE n MANI 
xES, (BCS, (B), 


从 而 存在 一 个 收敛 的 子 序列 x ,一 x。。 根 据 4、8 的 封闭 性 ， 显 然 SATB, 这 与 4 有 


= 4 矛盾 。 另 外 ， 对 所 有 充分 大 的 mi 
x, ES. (CES. (ANB), 


这 与 ( 2 , 1 ) 矛盾 。 引 理 证 毕 。 
XJA; XXI, TR. 3M 


3 。 紧 承 集 下 方 图 形 的 收敛 性 


合 E 中 任意 函数 -4 与 多 的 承 集 下 方 图 形 都 是 六 x 了 中 的 非 空 紧 子 集 。 因此， 它们 承 集 
下 方 图 形 间 Hansdorff 度量 意义 下 的 距离 
Hlsendd, send ) 
给 出 了 函数 .4 与 多 之 间距 离 的 度量 。 的 确 ， 由 于 当 上 且 仅 当 sendw = send iAd =D, 
所 以 这 个 距离 正好 可 以 用 来 定义 6 上 的 一 个 度量 。 这 一 点 将 在 下 一 节 中 做 出 ， 并 且 在 第 5 节 
还 将 把 这 一 结果 应 用 到 不 分 明 集合 的 理论 中 去 。 
这 一 节 证 明 本 文 的 主要 定理 。 这 一 定理 表明 E 中 函数 序列 在 Hansdorff [E 4H TURAE 
下 方 图 形 的 收敛 性 等 价 于 这 些 函数 的 承 集 在 Hansdorff 度量 下 的 收敛 性 外 加 对 函数 作 某 
种 允 近 的 两 个 条 件 。 这 两 个 条 件 比 函数 的 一 致 收敛 条 件 要 弱 ， 在 实际 应 用 中 这 一 等 价 性 往往 
给 工作 带 来 很 多 便利 之 处 ， 参 看 [3 ]。 
定理 若 与 序列 { dl.} HARFE, M 
H< sends., send )—~0 
的 充 要 条 件 是 
(1) h supp., supp )—>0, 
(2) 对 任意 e> 0 ， 存 在 整数 ne) 
Ca) 对 任意 xEX， 存 在 序列 x.= x.( x，e ) € X, Bn 2 mn(e) 时 满足 条 件 
d(x x) e ld. GO M Gr) HE 
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(b) 对 任意 xE suppaf, PEFP] x. x. (x, €) € suppaé, 使 当 n 之 n(e) 
时 满足 条 件 dx, x) <e GO ud Go) e. 
证 ，( 必要 性 ) Bit H Csendad., send£ ) -> 0， 证 明 (1)，(2c) 和 (20) 成 立 。 
(1) 设 e>0, 4, BEG, XH 
H Csenddf, sendg ) <e, 
于 是 
H* (senda, send ) <e. 
由 于 supped 是 紧 的 ， 所 以 存在 x. E€ supp.d 使 得 
h*( supp, supp ) -d(x., supp )。 此 外 ，(x.，0) 
Esendw， 于 是 
D(G., 0), send ) «H* C send, send ) <e. 因为 
send 是 紧 的 ， 所 以 还 存在 ( xs, ra) € send itt 
DG, 0), Gi, 71))=D( (x.s 0), send ) Ce, 或 
者 说 
d(x. x,)<e 并 有 lr-0l<e。 
又 因为 x,E supp 男 ， 所 以 
h* ( supp, supp ) 2d x., supp® ) &d(x.,xi)«e. 
这 表明 
h*Csuppaf, supp ) «e, 
由 此 推出 
h(suppaf, supp ) <e. 
RREH H (sendaf,, sendad ) -- 0 H hi Csuppaf.,suppaf ) 0 ,因此 (1) 成 立 。 
(Qa) Xe 0, XI nle) 使 得 当 n 之 n(e) 时 有 
H* (send £., send £ ) <H ( send d., send A) <e, 设 xEX, 当 n< 
n()BHBUx, ox, 4 n > nle) x€supp A. 时， 由 于 (x) 之 0 
.x)= 0<A x) +E 
同样 取 x, = x。 最 后 ， 当 nn 之 n(e) 并 且 xE supp, it, (Cx, JA.(x) ) € send d., 并 且 
D (Gi, A(x) ), send d ) SH*( send d., send hd )<e, HF send f 
是 紧 的 ， 所 以 存在 〈 xs r.) €send -使 得 
DG, «4.600, Ga, r2) 2 DCG, 4. G0), send 4 )<e, 
即 
|a G0 -rl e 5 dx, x) t, 
HFC x r.) € send a£, af (x.) 之 r.， 因 此 
(x)<r +e <A (x) + E 
于 是 对 任意 n,，d Cx, x) <e, HRH n2 nle), ad GO a Gc) + e, (Qa) 成 立 。 
(2b) 设 e> 0 ， 选 取 n(e) 使 得 
H* Csend d£, send f.) « H C send £., send 4 )<e 
对 所 有 >> nC) Her. Ux € supp, W(x, 4 GO ) € send d, 于 是 


+ 2300 


D CG, (G0), send a£, ) « H* ( send £, send a, ) «e, (n2 n(e)) 
因为 send d, 是 紧 的 ， 这 表明 存在 (x. ra) €send a. 使 得 
DG, Ax), Gu, r0) 2 DCGs 40), ，sendd。) < 
LU 
l4 Go 7r. efüd Cx., x) «€ (n> nle) ) 
MF Cx ra) € send d., r< W(x,)， 所 以 
A(x) Kr te ab (x) e, 
《2b) 成 立 。 
必要 性 证 毕 。 
CERED 证 明 当 ( 1)、(2 ) 对 5 中 某 一 和 序列 d. 成 立时 有 
H ( send d., send a ) 一 0。 
(A) ”由 (1) 可 知 对 任意 n> 0 ， 存 在 nm (MWE n 2 n CD 时 有 
h? C sepp da, supp.d ) <h supp Ass supp. ) « n, 
即 在 X 中 有 
supp -dsCS (supp-d )， 
或 者 在 XxI 中 有 
supp A XICS.(supp A x1) 
同样 ， 由 ( 2a ) 可 知 还 存在 n(n) 使 得 当 n 之 n(n) 时 对 每 一 xEX 可 以 找到 序列 x,= 
x。( xy n0 满足 条 件 
aO) aa x) m RI d(x x) n 
也 即 
[0, 4.60] C L0, (x) * n] fi x€S, Gc), 
因此 ， 对 所 有 nz np 和 xEX 有 
x)xE0, 4. GO01C S GG) XE0, (x)+n) 
CS, Ci XCO, a3) 


cs,(U {yrxLo, 4 001) 
rex 
=S, (end g) 

其 中 n() 与 x 无 关 。 由 此 得 出 

end 4. = y {x}xL0, a. G01CS. (end a), 

对 于 s> 0 ， 设 就 是 引 理 中 与 。 RARR E Xx, Do vp FR end s, 

supp a XI 相应 的 ， 于 是 当 n 2 n; (CO max (mp, nO ) Br, 

send 4, - end 4. N supp af. XJ 

CS, (end a ) NS, Csupp a X1) 


CS. Cend at fisupp 4 XI) 
=S., (send 4), 


H* (send A., send A )<e (n> ni) 
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-o (B) die 0, t C26), 存在 n(s) 使 得 当 n 之 nle) 时 对 任意 xEsupp d 可 找到 序 
列 x,€ supp d. WERE 
a ux) te 和 d(x., x) «e. 
XB Cx, at G6) ) € send d. XHE n RY, MH n> me) 时 
{x} XLO0, «4 GO] CS.) xE0, ax tE) 
CS. ({xox[0， a. (212 
CS. (send 4.) 
由 于 nG) 5j x€ supp 这 一 特例 无 关 ， 从 而 


send d= U {x}x[0, 4 G0JC S. Csend a.) , 
x€supp.f 


WHER n> nle), 
H* C send £, send g.) <e. 
"从 (A) 和 (B) 得 到 ， 当 nm 中 ax {nle), niCe) ) Bf, 
H Csend g., send a£ )< e, 
Ait H C send g., send a£ ) -> 0 。 充 分 性 证 毕 。 


4. 度量 空间 (C, ò) 


对 中 任意 .dt m3, CHIORIETOOBUPIS) Hausdorff 距离 来 定义 E 上 的 度量 $， 
ÒC, B)=H( send g, send ). 
因为 (X，d ) füCX x1, DO 都 是 局 部 紧 的 ， 所 以 度量 空间 (6, 50 也 是 局 部 紧 的 。 
TEE, di xI 的 所 有 非 空 紧 子 集 构成 的 空间 也 是 局 部 紧 的 ， 而 且 ( 5 ，8 ) 可 以 看 成 是 这 
一 空间 的 子 空间 。 参 看 Kuratowski[ 4, P, 472. 
it A 是 大 的 非 空 紧 子 集 ， 则 它 的 特征 函数 X, 是 GE 的 元 素 。 因 此 , ECX, d) 是 可 分 
H, MCG, Ò) 也 是 可 分 的 ， 其 可 数 稠密 子 集 为 


[razuslns= 1，2，3，… } 


其 中 {rli= 1，2，3，} 是 了 的 可 数 稠密 子 集 ，{xzil7 = 1,2,3,…}) 是 (XX，d ) 的 
AMETE. EEC, d) 不 是 完备 的 ， 例 如 对 任意 x EX, EA ix /n) 是 ( ,5 ) 
中 的 Cauchy 序列 ， 其 唯一 极限 是 太 上 的 等 函数 安 ， 那 去 (x) = 0 〈(xEX ) ， 而 这 一 零 函数 
显然 不 是 6 中 元 素 。 
任意 紧 集 4EC 与 它 的 特征 函数 六 ,€ : 都 可 以 看 成 是 等 同 的 , 例如 suppX,= A, 
sendX,- AX1T， 这 里 可 把 要 合 映 象 i: C 一 定义 作 i(4) = 六 ,。 由 于 对 任意 4，BEC 有 
DGA), i (B) = 8(X,, Xa) 
-H(AxI, Bx1) 
-hCA, B) 
=h( KX), PUO), 
这 个 从 (C, 5) 到 ( @，5 ) 子 空间 i(C) 的 映 象 是 单 射 的 和 双边 连续 的 。 因 此 i 是 (C,h) 
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ECG, 5) 中 的 嵌入 ， 这 点 与 6 中 更 一 般 的 函数 空间 上 的 拓扑 有 很 大 不 同 如 点 态 
CPointwise) 函数 空间 ， 一 致 收敛 或 了 :收敛 函数 空间 上 的 拓扑 。 对 于 前 两 者 ， 其 釉 合 映 
象 i 是 不 连续 的 ， 而 对 第 三 者 ， 其 朔 映 象 i 的 限定 在 i(C) 上 不 连续 。 另 外 ,在 工 ,收敛 函数 
空间 上 的 拓扑 中 ， 对 那些 仅 在 测度 为 零 的 集合 上 不 同 的 函数 是 不 加 区 别 的 。 


5 . 在 不 分 明 集合 理论 中 的 应 用 


不 分 明 集合 的 理论 是 由 L.A.。Zadeh[6 ] 首 次 提出 的 ， 他 试图 建立 一 个 严密 的 数学 理论 
来 处 理 那些 在 实质 上 具有 不 确定 性 〈 于 是 不 同 于 统计 学 的 变量 ) ， 因 而 难以 精确 描述 的 系统 
或 现象 。 这 一 思想 已 经 广泛 应 用 在 系统 理论 、 图 形 识别 、 人 工 智能 、 最 优化 以 及 决策 理论 等 
领域 中 。 在 [2 IF, De, Kerf 收集 了 这 方面 的 广泛 文献 。 

Zadeh 在 [6 ] 中 提出 ， 空 间 X 上 的 不 分 明子 集 是 指 函 数 a : X .对 于 每 一 个 xEX， 


数值 x (x) 表 示 x 在 .td 中 的 隶属 程度 ，.d (x) = 0 表示 x 不 是 的 成 员 , wd (x)= 1 表示 x 
完全 是 .4 的 成 员 ，0 Lu CO X 1 表示 < 部 分 地 是 .4 的 成 员 。 集 合 XX 通常 意义 下 的 子 集 4( 分 
明 的 ) 实际 上 也 可 以 看 作 是 XX 的 不 分 明子 集 久 、, 鲜 的 零 函 数 安 叫 作 汪 的 空 不 分 明 于 集 . 


所 谓 X 上 的 不 分 明 拓扑 是 指 满足 菜 些 公理 ， 被 指定 为 开 集 的 X 上 一 个 不 分 明子 集 签 ( 参 
看 Chang L1). #1- -4 是 开 的 , 则 不 分 明子 集 - 称 作 闭 的 集合 X 上 的 请 导 不 分 明 拓扑 


是 这 样 一 个 不 分 明 拓扑 ， 其 中 六 ,为 开 集 或 闭 集 是 由 4 在 XX 中 为 开 集 或 闭 集 决 定 的 。 在 [ 5 ] 
中 Weiss 考虑 了 X 上 如 下 结构 的 诱导 不 分 明 拓 扑 ， 其 中 闭 不 分 明子 集 t 是 指 X 上 一 个 上 半 连 
续 函 数 ， 或 end 4 在 XXxT 上 为 闭 集 。 另 外 ， 在 他 的 定义 中 所 谓 六 的 紧 不 分 明子 集 t 是 指 
a(d) = {xEXIA (x)>r} 

对 于 / 中 每 一 个 r> 0 均 为 六 的 紧 子 集 。 于 是 XX 上 一 个 具有 紧 承 集 下 方 图 形 send -的 不 分 
明子 集 w 在 这 个 诱导 不 分 明 拓扑 中 必然 是 紧 不 分 明子 集 ， 但 不 是 所 有 紧 不 分 明子 集 都 必然 具 
有 紧 承 集 下 方 图 形 ， 因 为 其 承 集 不 一 定 是 紧 的 。 

从 不 分 明 集 论 的 角度 看 XX 上 具有 非 空 紧 承 集 下 方 图 形 的 函数 .4 : X-I 和 度量 5 构 成 
的 度量 空间 ( 6. 5 ) 可 以 看 作 是 Weiss 定义 的 诱导 不 分 明 拓扑 中 义 的 非 空 紧 不 分 明子 集 的 
子 空间 ， 这 个 子 空间 虽然 没有 全 部 的 包括 上 述 诱导 不 分 明 拓扑 中 非 空 紧 不 分 明子 集 ， 但 是 在 
上 一 节 讨 论 的 肥 合 映 象 的 意义 下 ， 它 包含 了 上 全 部 通常 意义 下 的 紧 子 集 ( 分 明 的 ) 。 

讨论 度量 空间 ( 6 ，8 ) 的 目的 在 于 作者 试图 建立 一 种 局 部 紧 基本 状态 度量 空间 (X，d) 
上 的 不 分 明 动态 系统 理论 ， 以 此 作为 状态 空间 发 上 一 般 〈 分 明 ) 动态 系统 理论 的 自然 扩充 。 
在 [ 3 3 中 ， 兴 上 的 不 分 明 动 态 系统 是 作为 到 上 的 抽象 动态 系统 来 定义 的 。 在 这 一 定义 下 ， 由 
于 得 和 映 象 i(L4) = XE CC, ho TE CO, 6) 中 的 嵌入 ， 建 立 在 经 典 集合 论 上 的 一 般 动态 
系统 当然 可 以 做 为 不 分 明 动 态 系统 的 一 种 特殊 情况 。 本 文 第 三 节 定理 中 证 明 的 收 化 条 件 的 等 
价 性 在 [ 3 ] 中 将 要 多 次 用 到 。 


($H Fuzzy sets and systems, 4, 1980, 193—201) 
CHNX 译 ) 
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